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Tekstu niniejszego nie nalezy traktowac z przesadna po-
waga. Piszemy o pewnym znaku interpunkcyjnym — wielokropku — uzywanym
zarowno w jezykach etnicznych, jak i w tekstach matematycznych. Wskazujemy
na niektére funkcje wielokropka, przede wszystkim w tekstach matematycz-
nych. Trochg (nieszkodliwie) fantazjujemy. Wspotczesne pokolenia otrzymuja
takie nazwy jak np.: pokolenie JPII, pokolenie dot.com. Piszacy te stowa uwaza,
ze wspoélnie z Jubilatem, ktéremu tekst jest dedykowany, Panem Profesorem
Witoldem Maciejewskim, nalezymy do Pokolenia Wielokropka. Przekonanie to
uzasadniamy w Dodatku do tego tekstu.'

1. WIELOKROPEK JAKO ZNAK INTERPUNKCYJNY

Na temat uzycia znakow interpunkcyjnych w jezyku polskim mozna znalez¢
informacje w opracowaniach jezykoznawczych, zob. np. Angetowa 1982, 1985,
Podracki 1998, Luczynski 1999. W polskiej terminologii, obok kropki oraz
dwukropka wystgpuje wielokropek. Ten ostatni znak interpunkcyjny ma postaé
trzech kropek umieszczonych horyzontalnie u dotu wiersza. Nie jest jasne, dla-
czego nie nazywamy go trojkropkiem — moze dlatego, ze nie uzywamy cztero-
kropka, pieciokropka, itd. Mamy wigc $mieszna analogi¢ z systemami liczebni-
kowymi w niektdrych jezykach, np. australijskich. W jezyku angielskim wielo-

! Tekst nawiazuje do odczytu pod tym samym tytulem, wygloszonego podczas konferencji
Zastosowania Logiki w Filozofii i Podstawach Matematyki, X w Szklarskiej Porgbie w maju 2005
roku. Uprzejmie dzigkuj¢ Organizatorom: Panom Profesorom Januszowi Czelakowskiemu (Uniwer-
sytet Opolski, Piotrowi Wojtylakowi (Uniwersytet Slaski) oraz Janowi Zygmuntowi (Uniwersytet
Wroctawski) za zaproszenie do wygloszenia odczytu. Moj udziat w tej konferencji finansowat
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza.
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kropek nazywany jest dots albo triple dots. O uzyciu wielokropka tak pisze
Luczynski (Luczynski 1999:164f.):

Sprawa uzycia wielokropka nie zajmuje wiele miejsca w wydawnictwach normatywnych.
Wiasciwie wszgdzie wyrdznia si¢ 3 podstawowe funkcje tego znaku: sygnalizowanie przerwy
w toku moéwienia, poprzedzanie nieoczekiwanych (mogacych zaskoczy¢ czytelnika) fragmen-
tow tekstu oraz zaznaczanie opuszczonego fragmentu cytatu. Zwraca si¢ tez uwagg na uzycie
wielokropka w celu osiagnigcia jakiego$ efektu artystycznego w tekstach nasladujacych
Zywa mowe.

Wedlug autora cytowanej wyzej monografii, wielokropek:

— sygnalizuje miejsce o szczeg6lnym znaczeniu w tekscie,

—  zachgca do refleksji,

— sugeruje mozliwos$¢ uzupetnienia tekstu,

— sygnalizuje zmiang watku,

—  zastgpuje (wzmacnia) kropke, zastgpuje przecinek,

—  jest znakiem konca wypowiedzi urwanych,

— jest znakiem przerwy w mowieniu (skandowanie, jakanie),

—  jest znakiem wahania si¢ mowiacego,

—  przygotowuje odbiorce na co$§ nieoczekiwanego (zaskakujaca puenta),
— zaznacza skrocenie cytatu, przytoczenia, tytutu,

—  pelni funkcj¢ wykropkowania (np. dla uniknigcia wulgaryzméw).

Wielokropek jest stosunkowo nowym i raczej rzadko uzywanym znakiem
interpunkcyjnym. Jego wystgpowania w tekstach literackich sa o wiele mniej zde-
terminowane niz wystgpowania pozostatych znakéw interpunkcyjnych (wynika
to, oczywiscie, z petnionych przezen funkcji).

Odpowiednikiem wielokropka w mowie jest np. pauza, zawieszenie gtosu,
wspomagane czasem stosownym gestem, itp. Na marginesie, zauwazmy, ze wielo-
kropek w pismie zwiazany jest takze z uzyciami skrotow w rodzaju: itd., itp., 1 in.

Sposoéb traktowania wielokropka (i innych znakéw interpunkcyjnych) w algo-
rytmach ortograficzno-fonematycznych oméwiono np. w Batdg, Steffen-Batogowa
1977, Steffen-Batdg, Nowakowski 1992. Dokladniejsza charakterystyka wielo-
kropka w polszczyznie dokonana zostata np. w artykule Angetowa 1982.

Wielokropek (osadzony w nawiasach) byt ,,tworczym wktadem” cenzury
prewencyjnej w literature, publicystyke, a nawet wiadomosci prasowe w Polskiej
Rzeczpospolitej Ludowej. Towarzyszylo mu zwykle powotanie si¢ na stynna
Ustawe o Kontroli Prasy, Publikacji i Widowisk. Czasami uzyskiwano w ten sposob
(niezamierzony chyba) efekt komiczny (zob. np. wiadomosci cenzurowane w Ty-
godniku Powszechnym oraz piosenke Zyciorys wykonywana w Piwnicy pod Ba-
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ranami, podane w Dodatku). Cenzura w PRL pozwalala sobie czasami na zycz-
liwe dowcipy: w sierpniu 1982 roku otrzymatem z Uniwersytetu w Tybindze list,
na kopercie ktorego byt wielki stempel: NIE cenzurowano. Cenzura w Rzecz-
pospolitej Polskiej jest, w odczuciu piszacego te stowa, mniej wyrafinowana: np.
cenzura ko$cielna polega albo na demagogicznej wrzawie albo na wyniostym,
lekcewazacym wszystkich, watykanskim przemilczaniu spraw niewygodnych
dla kosciota hierarchicznego. Nowym zjawiskiem jest cenzura komercyjna (uzy-
wamy terminu stosowanego przez prof. Mari¢ Janion) bedaca czg$cig merkan-
tylnych mechanizméw ksztaltujacych upodobania (moze lepiej: odruchy) kon-
sumpcyjne obywateli w zakresie uczestnictwa w kulturze.

Z wielokropkiem wiaze si¢ posrednio wiele waznych zjawisk sktadniowych,
np. elipsa. Z kolei, zjawiska takie jak elipsa stwarzaja istotne problemy dla ma-
tematycznych opisow jezykdéw etnicznych (np. w gramatykach kategorialnych).

Wydaje sig, ze nie we wszelkiego rodzaju tekstach wolno uzywac¢ wielo-
kropkéw: pomy$lmy np. o tekstach prawniczych, wojskowych, ustawie zasad-
niczej, przepisach kulinarnych, tekstach skonwencjonalizowanych modlitw.

W poradnikach obstugi programoéw do edycji tekstu zwraca si¢ uwage na
($mieszne) niejednoznacznosci (rozpoznania) uzycia wielokropka w edytorach
tekstu produkowanych przez firmy, ktérych nazw z litoéci tu nie wspomnimy.
W porzadnych systemach przetwarzania tekstu wielokropek uzyskujemy sto-
sowna komenda sterujaca.

Interesujacy si¢ historia ortografii czytelnik znajdzie stosowne informacje
w literaturze przedmiotu: zob. np.: Jodtowski 1979, Lo§ 1917, Saloni 2005. Jesli
chodzi o wielokropek, to o ile nam wiadomo, dla przyktadu:

— w Mecherzynskiego Prawidlach pisania (Krakow, 1841) dotychczas nie-
znane uzycie wielokropka zostaje sprecyzowane i dokfadnie okreslone w os-
miu rozmaitych pozycjach stosowania;

— nazwami wielokropka byty: znak opuszczonych glosek lub wyrazéow, znak
przerwania mowy, znak zamyslenia, znak zamilczenia, domys$lnik, kropki,
wielokropek (od 1935 roku);

— wielokropek sktadat si¢ z nieokre$lonej liczby kropek az do skonwencjona-
lizowania w postaci trzech kropek, przed rokiem 1895.

Angelowa (1985) ustala (na podstawie danych: 1. Popidt i diament, 11. rozmowy
telefoniczne), ze wypowiedzi dialogowe zakonczone wielokropkiem prawie zawsze
maja swoje wyrazone explicite uzupetnienie (w 1. 91procent, w II. 70 procent).

2. WIELOKROPEK W LITERATURZE

W dos$¢ powszechnej opinii literaturoznawcow, (nad)uzywanie wielokropka
jest stylistycznie naganne. Z wdzigkiem pisze o tym Umberto Eco w felietonie
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Jak stawiac wielokropek (Eco 1993). Pisarzy od pisarzy niedzielnych odrdznia,
zdaniem Eco, m.in. sposob postugiwania si¢ wielokropkiem. Ot6z pisarz niedziel-
ny jest nieSmialy w uzywaniu metafor: wielokropek jest dla niego usprawiedli-
wieniem zbyt $miatej (w jego mniemaniu) figury retorycznej, przepustka poz-
walajaca dokonywac¢ rewolucji, ale z pozwoleniem policyjnym w kieszeni. Pisarze
pisza dla innych pisarzy, a pisarze niedzielni pisza dla sasiadki lub kierownika
urzedu pocztowego. Pisarze biorg na siebie odpowiedzialno$¢ za rozszerzanie
jezyka, pisarze niedzielni drza z obawy, ze bgda niezrozumiali dla czytelnika.
Eco zwraca tez uwage na wielo$¢ implikatur (swobodnie) odtwarzanych
z zastosowan wielokropka (majacych wzbudzi¢ podejrzenie, ze wyrazenie
na pierwszy rzut oka dostowne jest w istocie figura retoryczna), Eco 1993:137:

A gdyby tylko Marks i Engels napisali: ,,Widmo krazy po Europie, widmo ... komunizmu”,
poddaliby tym samym w watpliwos¢ grozny i nieuchwytny charakter komunizmu i rewolucja
rosyjska wybuchtaby o pigédziesiat lat wczesniej, moze nawet za zgoda cara, wige wziatby
w niej udzial Mazzini.

A gdyby napisali: ,,Widmo ... krazy po Europie”? Wigc nie krazy? Tkwi w miejscu? Ale
gdzie? A moze chodzi i o to, ze widma, jak przystato na widma, ukazujq si¢ i znikaja znie-
nacka, w mgnieniu oka, i nie traca czasu na zadne krazenie? To jeszcze nie koniec. Czyzby
chcieli zaznaczy¢, ze przesadzaja, ze widmo chwata Bogu miota si¢ w okolicach Trewiru,
wigc gdzie indziej mozna spa¢ nadal spokojnie? A moze chcieli napomkna¢ o tym, ze widmo
komunizmu n¢ka juz Amerykg, a kto wie, czy nie Australig?

Czytelnika zainteresowanego opinig literaturoznawcow na temat wartosci
stylistycznych zwiazanych z uzyciem wielokropka wypada nam skierowaé do
odnos$nych dziet z poetyki teoretycznej i stosowanej, teorii literatury, itp.

O wielokropku wdzigcznie jest tworzy¢ aforyzmy, ze wzgledu na jego czgsto
chuliganskie zachowania w tekstach. Wiele takich aforyzméw, lepszych lub
gorszych, znajdujemy w Internecie, np.:

Wielokropek czgsto zastgpuje brak mysli.

K ok sk

Gdy pytano na pogrzebie,
dlaczego poeta nie zyje,
odpowiadano uroczyscie,

ze to wielokropek go zabit...

3. WIELOKROPEK W TEKSTACH MATEMATYCZNYCH

Tak to juz jest z wyrazeniami (formutami) matematycznymi: sq one jedno-
znaczne sktadniowo. Za zabawne ¢wiczenie uwazamy np. przytozenie do formut
matematycznych schematu Jakobsona lub maksym konwersacyjnych Grice’a.
Oczywiscie, matematycy tez ludzie, a wigc czasem np. z lenistwa lub innych
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energooszcze¢dnych powoddéw dopuszczaja si¢ niejednoznaczno$ci w oznacze-
niach. Z reguly jednak tego typu ,,drogi na skroty” i tym podobne uproszczenia
moga zosta¢ wyeliminowane; np. kontekst uzycia danego symbolu przesadza
0 jego znaczeniu.

Czy warto w ogole zajmowac sig ortografia, a w szczegdlnosci interpunkcja
w matematyce? W istocie, sprawa notacji matematycznej bywa problemem o fun-
damentalnym znaczeniu. Notacja nie tylko musi by¢ jednoznaczna, powinna
réwniez by¢ przejrzysta oraz wygodna. Wymaga sig¢ od niej takze koherencji:
notacja nie powinna by¢ catkiem dowolna, wazne jest, aby notacja pozwalata
tatwiej uchwyci¢ zwiazki sktadni z semantyka.

Bywa jednak tak, ze nawet dobrze przemy$lana notacja przegrywa w kon-
kurencji z innymi, wymuszonymi przez tradycjg. Tak byto np. w przypadku no-
tacji ideograficznej Frege’go: ze wzgledu na jej dwuwymiarowos$¢ stawala si¢
niepraktyczna w uzyciu, ktore preferuje zapisy liniowe. Réwniez ciekawa notacja
Lesniewskiego dla funktoréw rachunku zdan, w ktorych symbol funktora od-
wotywat si¢ do jego semantyki nie pozostala w uzyciu. Sukces odniosta natomiast
notacja polska, zwana tez prefiksowa, wprowadzona przez Lukasiewicza. W no-
tacji tej symbol funktora poprzedza symbole swoich argumentéw. Pozwala to
na catkowita eliminacjg¢ nawiasow.

Czym zatem jest interpunkcja w formutach matematycznych? Przede wszyst-
kim stuzy do zapewnienia jednoznacznos$ci sktadniowej formut. Znanych jest
niezliczone mndstwo notacji matematycznych, zainteresowanego czytelnika
odsylamy np. do dzieta Cajori 1993. Profesor Roman Suszko mawiat jednak
podobno, zZe i tak stale brakuje mu oznaczen.

Logicy i matematycy pozyczaja od lingwistow pewne terminy jezyko-
znawcze dla opisu rozwazanych jezykow formalnych. Dla zbioru wykorzysty-
wanych symboli uzywa si¢ terminow: alfabet lub stownik. Reguly tworzenia
wyrazen zlozonych z wyrazen prostszych to reguty skfadniowe. Relacje spetniania
(formutly w strukturze przez wartoSciowanie) oraz prawdziwosci (zdania w struk-
turze) nazywane sa relacjami semantycznymi. Terminu morfologia uzywa sig,
za Alfredem Tarskim, dla opiséw strukturalnych wyrazen jezyka przedmioto-
wego w metajezyku.

Na marginesie dodajmy, ze ciekawym problemem wydaje si¢ znalezienie
(odpowiednikéw?) konstrukceji metaforycznych w matematyce: nie ma ich w jg-
zykach przedmiotowych poszczegdlnych teorii; mozna probowaé odnajdywaé
jakie$ analogie tego typu ewentualnie w metaj¢zyku. Definicje metafory w jezy-
kach etnicznych odwolywac¢ sig¢ chyba powinny do czynnikéw pragmatycznych;
nadto, metafory lingwistyczne to jakby residua/anomalie w jako$-tam rozumia-
nych automorfizmach przestrzeni znaczen.

W tekstach logicznych i matematycznych wielokropek spotykamy do$¢ czgs-
to. Podstawowa jego funkcja jest tu zastapienie niektorych z wyliczanych elemen-
tow. ,, Wymowa” wielokropka jest jednak zupelnie inna w matematyce niz w lite-
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raturze: w tekstach matematycznych wielokropka — z reguly — uzywamy, gdy
dokladnie wiadomo, co zastgpuje jego uzycie, gdy nie ma niejasnosci, co
nalezatoby zamiast wielokropka napisa¢. Gdy wigc piszemy np.: ay, az, ..., a7,
to jasne jest, iz wielokropek zastepuje tu napis: as, as, as, as. Podobnie, nawet
jesli nie jest ustalona liczba n, to zapis ay, as, ..., a,_1, a,jest catkowicie jedno-
znaczny i zrozumiaty.

Uzycie wielokropka jest réwniez usprawiedliwione, gdy np. wiemy jak ob-
liczy¢ warto$¢ funkcji dla danego argumentu, cho¢ wartosci tej nie znamy.
Rozwazmy znany przyktad. Dla dowolnych m > 0 oraz n > 0 niech:

Ack (0,n)=n+1

Ack (m,0) = Ack (m,n-1,1)

Ack (m, n) = Ack (m - 1, Ack (m, n - 1))

Wprowadzmy tez oznaczenia:

Ay (n) = Ack (m, n)

A4 (n) =4, (n)

Funkcj¢ A (n) nazywamy funkcjq Ackermanna. Jest ona funkcja rekurencyjna
(cho¢ nie jest pierwotnie rekurencyjna). Warto$ci funkcji Ack oraz A ,,rosna

bardzo szybko”. Warto$¢ Ack (4, 2) ma w zapisie dziesigtnym 19729 cyfr. Dla
wszystkich #» > 1 mamy:

As(n=1)+3

Ay (n)=2 3.

Dla wszystkich m > 0 warto$¢ 4, (n) jest rtowna kolejno:
An(n)=A4,_1(A,(n-1)) =

=An_1 (Ap_1(An(n -2))) =

=Ap_1(An_1(Ap_1(Ap (n=3)))) =

=4, 1 (Am_l(---Am—l(Am(o)) ))=

=Am_1 (Am_l(--'Am_l(Am—l(l)) ))
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W ostatnim z tych wyrazen mamy z + 1 iteracji funkcji 4,, _;. Mamy ponad-
to: 41 (1) =2, 4,(1) =3, A5(1) = 13, A4 (1) = 65533. Czytelnika nalezy jednak lo-
jalnie uprzedzi¢, aby nie strawil reszty zywota doczesnego (czego i tak bgdzie za
mato), probujac obliczy¢ np. A4 (4).

W praktyce, mozemy obliczy¢ warto$¢ jedynie niewielu poczatkowych war-
tosci funkcji Ackermanna. Moéwiac ,,humanistycznie”: ze wzgledu na coraz
mocniejsze iteracje operacji potggowania wystgpujace przy obliczaniu kolej-
nych wartosci funkcji Ackermanna, otrzymanie tych warto$ci lezy poza mozli-
wosciami najszybszych obecnie dostgpnych komputeréw. Tutaj wigc poczciwy
wielokropek maskuje nasza niemoc technologiczna, ale rowniez co$ wigcej: w
skonczonym Wszechéwiecie (ktory ma, w przyblizeniu, 10% atoméw) nie ma
do$¢ miejsca, aby zapisa¢ warto$¢ funkcji Ackermanna dla argumentu réwnego,
powiedzmy, liczbie lat naszego Jubilata (gdyby$my np. chcieli umiesci¢ jedna
cyfre rozwinigcia dziesigtnego tej wartosci na jednym atomie). Czytelnika zain-
teresowanego bardzo duzymi liczbami zachgcamy do poczytania m.in. o notacji
strzatkowej Knutha (zob. np. Conway, Guy 1999).

Wspomnimy o jednej jeszcze sprawie dotyczacej ,,bardzo szybko rosna-
cych” funkcji. Reprezentacjq liczby m przy zasadzie n nazywamy przedstawienie
liczby m jako sumy poteg liczby n tak, aby uzyte wyktadniki byty mniejsze badz
rowne n. Ciqgiem Goodsteina dla liczby m nazywamy ciag (m)ie,, taki, ze:

- mo=m, my= Gy, 1(my_4), dla k> 0, gdzie funkcje G, (m) definiujemy naste-
pujaco:
- jeslim =0, to G,(m)=0;

- jeslim =0, to G, (m) jest liczba otrzymana przez zastapienie w reprezen-
tacji liczby m przy zasadzie n liczby n przez liczbg n+1 i odjgcie / od calosci.

Dla przyktadu, rozwazmy ciag Goodsteina rozpoczynajacy si¢ od liczby
my = 266 (ze wzgledoéw typograficznych piszemy tu, dla operacji potggowania,
xy zamiast x):

me=266=2"2"2+1)+2"2+1)+2"1

m=G,(m)=3" G G+1)+3B+DH+31)-1=

=33 GB+1)+3 B+1)+2=10"38

my=Gs(m)=@4 @4 4+1)+4@+1)+2)-1=

4@ @+1)+4@+D+1 =10616

my=Gy(m)=5 G G+1))+5G+D+1)-1=

=55 (G+1)+5(+1)=1010000
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Jak wida¢, wyrazy tego ciagu staja si¢ do§¢ szybko bardzo duze. Czy zatem
znowu wezwiemy na pomoc wielokropek? Oczywiscie wiemy, w jaki sposob
liczy¢ kolejne wyrazy dowolnego ciagu Goodsteina, ale w praktyce obliczenia te
sa niewykonalne, z przyziemnych powodoéw. Tu jednak czeka nas niespodzian-
ka, i to podwojna. Cho¢ ciagi Goodsteina poczatkowo ,,rosna bardzo szybko”,
to jednak kazdy taki ciag ma od pewnego miejsca wszystkie wyrazy réwne 0.
Dla mo = 4 mamy my; = 0 od k = 3 - 2" 402653211. Zdaniem Parisa-Kirby’ego
nazwiemy zdanie ¢ o postaci: Vm3k(m; = 0). Zachodzi nastepujace Twierdzenie
Parisa-Kirby ego:

—  Zdanie ¢ jest prawdziwe w modelu standardowym arytmetyki. W konsek-
wencji, w aksjomatycznej teorii arytmetyki Peana PA nie mozna udowodnic¢
negacji tego zdania.

— W PA nie mozna udowodni¢ zdania ¢.

— W konsekwencji, zdanie ¢ jest niezalezne od PA.

Tak wigc, skromne i cierpliwe odejmowanie jedynki od kolejnych wyrazow
dowolnego ciagu Goodsteina prowadzi do ustabilizowania wszystkich, oprocz
skonczonej liczby, wyrazoéw tego ciagu na wartosci zero. Jest to prawda arytme-
tyczna: zachodzi ona w §wiecie liczb naturalnych (w modelu standardowym aryt-
metyki). Jest to jednak prawda nieosiagalna metodami dowodowymi samej aksjo-
matycznej teorii liczb (arytmetyki Peana PA). Dowdd zdania Parisa-Kirby’ego
wymaga odwotania si¢ do mocniejszych metod dowodowych niz te dostgpne
w PA. Zwr6¢my uwagg, ze zdanie Parisa-Kirby’ego ma wyrazna tre$¢ matema-
tyczna, w odroznieniu od znanego zdania nierozstrzygalnego w arytmetyce PA
skonstruowanego przez Kurta Godla, ktore ma tres¢ metamatematyczna.

Wreszcie, nieco mniej ,,powazne” uzycie wielokropka. Czytelnikowi kaci-
kéw tamigtowek z wielokropkiem kojarza sig rzecz jasna takze roézne (§mieszne?)
,testy na inteligencj¢” w rodzaju: znajdz prawidtowos$¢ w ciagu ay, as, as, ...,
gdzie podane a; sa konkretnymi liczbami. Czy rozwiazujac taka tamigtowke
zawsze masz pewnosc¢, iz istnieje tylko jedno jej rozwiazanie?

3.1. METAJEZYKOWE UZYCIE WIELOKROPKA

Nie potrafimy w tym momencie wskazaé, kto i dla jakich poszczegdlnych
celéw po raz pierwszy proponowat uzycia wielokropka w tekstach matematycz-
nych. W monumentalnym dziele A History of Mathematical Notations Floriana
Cajoriego nie znajdujemy informacji na ten temat. Niegdy$ dla wyrazenia ,,i tak
dalej, do nieskonczonosci’’ uzywano znaku &c (et cetera, zob. np. Euler 1796).

Polska norma (PN-68/N-01050, s. 1, Podstawowe oznaczenia matematyczne)
wymienia dwa zastosowania wielokropka:
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Wielokropek oznaczajacy ,.itd. do...”
n=1,2,3,....m, ai+a+...+a,

Wielokropek oznaczajacy ,,itd. do nieskoniczono$ci”
LI,

Pod znak wielokropka mozna podstawi¢ jakas liczbg warto§ci matematycz-
nych, mozliwych do okreslenia dzigki znanej regule wyznaczania tych
wartosci.

W matematyce wielokropek zatem substytuuje jaki$ szereg warto$ci liczbo-
wych, oznacza pominigcie czego$, co na podstawie reszty zapisu mozna od-
tworzy¢.

W kazdym razie, wydaje sig, ze znakomita wigkszo$¢ uzy¢ tego symbolu

(lub symboli funkcjonalnie mu rownowaznych) to uzycia metajezykowe. Oprécz
wspomnianych juz eliptycznych zapisow dla wyliczef elementow jakiego$ zbio-
ru lub ciagu, wielokropek wystepuje takze np. w:

zaznaczaniu (dowolnego, nieokreslonego lub okre§lonego) kontekstu;
definicjach warunkowych (to tez pewnego rodzaju wyliczenia);

zaznaczaniu iterowania operacji.
Oto przyktady zapisow tych rodzajow:

Rozwazmy zbior {(xEy: ... x ...}, gdzie ... ... zastgpuje dowolny warunek
wyrazony w jezyku L, dotyczacy x.
Niech funkcja g bedzie okreslona warunkowo:

" g =/o(x), gdy ho(x)=0

" g =/ ), gdy A (x) = 0.

Niech s (x) oznacza s (s (...s (x) ...))), gdzie operacje s iterujemy n razy.

3.2. JAK WIELOKROPEK ZMAGA SIE Z NIESKONCZONOSCIA

A jak rzecz ma si¢ z wyliczaniem elementéw zbioréw nieskonczonych?

Powinno by¢ tak samo, tzn. uzycie wielokropka w takim wyliczeniu powinno
da¢ si¢ jednoznacznie zastapi¢ konkretnymi elementami rozwazanego zbioru.
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Oczywiscie, procedura taka jest fizycznie niewykonalna. Czyzby wigc byta to
jedynie uzyteczna i bezpieczna konwencja? Moge np. powiedzie¢:

—  Wezmy zbior wszystkich liczb naturalnych: {0, 1, 2, 3, ...},
albo tez powiedzie¢:
—  Wezmy zbior wszystkich liczb naturalnych: {0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, ...}

i w kazdym z tych przypadkow bedzie jasne, co zastgpuja trzy kropki. A moze jas-
ne jest jedynie, jaki nastgpny element ma wystapié¢, aby przedluzy¢ rozpoczgte
wyliczenie?

Podobna sytuacj¢ mamy, gdy wyliczamy liczby pierwsze: 2, 3, 5, 7, 11, ...
Wiadomo, Ze jest ich nieskonczenie wiele, wiadomo, jak przekona¢ si¢ czy do-
wolna dana liczba jest pierwsza.

Pytanie o owa jasnos¢ wiaze si¢ oczywiscie z liczacym sobie ponad dwa
tysiace lat sporem o status nieskonczonosci aktualnej, w odrdznieniu od nieskon-
czonosci potencjalnej. Wspotczesna matematyka — wbrew Arystotelesowi —
dopuszcza operacje na cafych zbiorach nieskonczonych, akceptuje wigc, inaczej
niz Stagiryta, nieskonczono$¢ aktualng. Jedynie odosobnione stanowiska kon-
struktywistyczne w matematyce pozostaja przy akceptacji wytacznie nieskon-
czonosci potencjalnej.

Pytania powyzsze, na pierwszy rzut oka moze bardzo naiwne, tacza si¢ takze
oczywiscie z pytaniem o mozliwos$¢ kategorycznego scharakteryzowania modelu
zamierzonego arytmetyki. Wiemy, ze twierdzenie Godla o niezupetnosci mozli-
wos$¢ taka wyklucza: w jezyku logiki pierwszego rzedu nie mozna scharakte-
ryzowa¢ standardowego modelu arytmetyki w sposob kategoryczny. Tak wigc,
w tej roli (wyliczania elementéw zbioru nieskonczonego) poczciwy wielokropek
staje si¢ odrobing tajemniczy. Jest tak rowniez za sprawa innego twierdzenia
metalogicznego, a mianowicie Twierdzenia Lowenheima-Skolema. Na mocy tego
twierdzenia, jesli teoria (w jezyku pierwszego rzgdu) jest niesprzeczna, to ma model
przeliczalny, czyli taki, ktérego uniwersum jest rownoliczne ze zbiorem wszyst-
kich liczb naturalnych. Nadto, jesli teoria (w jezyku pierwszego rzedu) ma jaki-
kolwiek model nieskonczony (i nie ma modeli skonczonych), to ma tez model
dowolnie wysokiej mocy nieskonczonej. Logika pierwszego rzedu nie rozrdznia
zatem mocy nieskonczonych. W konsekwencji, zadna (niesprzeczna) teoria w jej
jezyku nie moze by¢ kategoryczna, czyli opisywaé swojego modelu z doktadnos-
cig do izomorfizmu.

Czy inne jeszcze twierdzenia metalogiczne rowniez maja jakie§ znaczenie
dla interpretowania uzy¢ wielokropka w matematyce? Mozna probowac upie-
rac sig, ze istotnie tak jest. Wykorzystajmy w tym celu rézne aksjomaty nieskon-
czonosci rozwazane w teorii mnogosci.

Jak wiadomo z teorii mnogosci, hierarchia nieskonczonych liczb kardynal-
nych jest pozaskonczona. W skali alefow ,,odlegto$ci” migdzy poszczegdlnymi
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jej elementami sa roznej ,,dlugosci”; tak wige, w wyliczeniach zbioréw o rdz-
nych mocach nieskonczonych wielokropek wielokropkowi nieréwny, podobnie,
gdy piszemy np.:

Ro, R, Ko, ...
NO’ xw: xxwa AR

to wielokropki zapetniaja w kazdym z tych przypadkow pustacie o roznej prze-
pastnosci. Wreszcie, skala tzw. duzych liczb kardynalnych wymaga naprawdg
czarodziejskich butéw, aby po niej wedrowac. Oczywiscie, ostatnie dwie uwagi
maja charakter jedynie metaforyczny. Co$§ nam sig przeciez wesotego od czasu
do czasu nalezy.

Andrzej Mostowski (1967) zwraca uwage na dwie ogdlne zasady, ktoére
umozliwiaja sformutowanie nieskonczenie wielu aksjomatow nieskornczonosci.
Pierwsza z nich moze zosta¢ nazwana zasadq przechodzenia od nieskonczo-
nosci potencjalnej do aktualnej. Znajdujemy ja (w formie nie§wiadome;j, pisze
Mostowski) juz u Dedekinda. Wychodzac od jakiego$ przedmiotu S, tworzy
Dedekind przedmioty S, S,, ... 1 twierdzi nastgpnie, ze istnieje zbior ztozony
z tych wszystkich przedmiotéw (ten ostatni krok nie jest prawomocny, o ile nie
przyjmiemy stosownych aksjomatéw). We wspolczesnej aksjomatycznej teorii
mnogos$ci przyjmuje si¢ aksjomat nieskonczonosci, ktory (wraz z aksjomatem
zastgpowania) czyni ten krok prawomocnym. W nieco bardziej ztozonej postaci
ta sama zasada wystgpuje na przyklad w sformulowaniu aksjomatu istnienia
liczb nieosiagalnych. Uniwersum wszystkich zbiorow jest zamknigte ze wzgledu
na pewne operacje, co mozna odczyta¢ w ten sposob, iz uniwersum to jest poten-
cjalnie nieskonczone. Mozemy teraz sformutowaé¢ aksjomat stwierdzajacy, ze
istnieje zbior x (pewien element tego uniwersum), ktory sam jest zamknigty na te
operacje; przy tym 6w warunek zamknigto$ci mozna wyrazi¢ na rézne sposoby
(zaleznie od tego, czy naktadamy jakie$ ograniczenia w aksjomacie zastgpowania,
tj. np. czy rozpatrujemy tylko funkcje definiowalne). Dalsze zastosowania oma-
wianej ogblnej zasady zwiazane sa z r6znymi wersjami zasad odbicia, orzeka-
jacych, iz pewna wlasnos$¢ calego uniwersum (wyrazana formuta jezyka teorii
mnogosci) przystuguje takze juz jakiemu$ zbiorowi z tego uniwersum.
Postugujac sig ta omdéwiona wyzej pierwsza zasada uzyska¢ mozna liczby kardy-
nalne stabo i mocno nieosiagalne, liczby nieosiagalne pierwszej klasy Mahlo
oraz wyzszych klas Mahlo. Mostowski pisze (Mostowski 1967:102):

Dalsze, jeszcze silniejsze aksjomaty nieskonczonosci otrzymujemy za pomoca drugiej zasady,
ktora nazwiemy zasadq istnienia zbiorow osobliwych. Zasada ta jest mniej $cisle sformu-
towana niz poprzednia. Stosuje si¢ ona w nastgpujacych sytuacjach. Przypusémy, ze konstru-
ujac zbiory za pomoca operacji opisanych w aksjomatach teorii mnogosci, ktore przyjelismy
dotychczas, napotykamy stale na zbiory o pewnej wlasnosci P. Jesli nie ma oczywistych powo-
dow, ktore sktaniatyby nas do przyjecia twierdzenia, ze kazdy zbioér ma wlasnosé¢ P, to przyj-
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mujemy nowy aksjomat, stwierdzajacy, ze istnieja zbiory nie posiadajace wlasnosci P. W tym
sformutowaniu zasada jest oczywiscie zbyt nieokreslona, aby mozna ja przyjac i ogolnie sto-
sowac. Jest jednak faktem, Ze niektore aksjomaty teorii mnogosci zostaly — prowizorycznie
co prawda — przyjgte jako ,,hipotezy robocze” w oparciu tylko o sformutowana wyzej zasadg.

Mostowski podaje jako przyktady stosowania tej zasady m.in.: pewien
aksjomat sformulowany jeszcze przez Mahlo (stwierdzajacy istnienie liczby
Po) oraz aksjomat liczb mierzalnych (w réznych postaciach). Dodaje tez
(Mostowski 1967:103):

Dowody niezaleznosci aksjomatow nieskonczonosci sa na ogét tatwe. Natomiast nie ma zad-
nej nadziei na uzyskanie dowodow ich wzglednej niesprzecznos$ci. Drugie twierdzenie Godla
o niezupelnosci pokazuje, ze dowod wzglednej niesprzecznosci nie mogtby by¢ formalnie
przeprowadzony w teorii mnogosci. Wobec tego, co powiedzielismy wyzej o rekonstrukcji
matematyki w teorii mnogosci, nie jest fatwo zda¢ sobie sprawg jak wygladatby taki niefor-
malizowalny dowdd. Musimy wigc stwierdzi¢, Ze nie ma racjonalnych podstaw do przyjmo-
wania mocnych pewnikow nieskonczonosci.

Na wcezesnych etapach rozwoju aksjomatycznej teorii mnogos$ci, jeszcze
przed uzyskaniem przez Godla jego twierdzen o niezupelnosci probowano tak
rozbudowac aksjomatyke tej teorii, aby wyznaczata ona jednoznacznie uniwer-
sum (wszystkich) zbiorow. Poszukiwano wigc aksjomatu podobnego do aksjo-
matu zupetnosci Hilberta w jego systemie geometrii, ktory pozwalat na ustalenie
kategorycznosci tego systemu (wlasciwie dopiero aksjomat ciaglosci, ktory za-
stapit aksjomat zupetnosci, pozwala na precyzyjne i poprawne ustalenie katego-
rycznos$ci systemu geometrii). Wyrazano wigc potrzebg uzupehienia teorii mno-
go$ci o aksjomat ekstremalny (w terminologii Carnapa i Bachmanna, 1936),
ktéry przesadzitby jednoznaczno$¢ uniwersum zbioroéw. Najbardziej znana tego
typu propozycja to aksjomat ograniczenia Abrahama Fraenkla, gloszacy, iz ist—
nieja tylko te zbiory, ktoérych istnienie mozemy dowie$¢ z aksjomatow teorii
mnogosci, w oryginalnym sformutowaniu (Fraenkel 1928:355):

Axiom der Beschrinkheit. Ausser den durch die Axiome II bis VII (bzw. VIII) gefordeten
Mengen existieren keine weitere Mengen.

Aksjomat ten miat zapewniaé, ze uniwersum zbioréw zawiera jedynie te
zbiory, ktorych istnienie jest konieczne (z punktu widzenia aksjomatoéw teorii
mnogos$ci). Zostat on poddany krytyce, zarowno é6wczesnie (John von Neumann,
Ernst Zermelo), jak i p6zniej (zob. np. Fraenkel, Bar Hillel, Levy 1973). Podob-
ny aksjomat minimalnosci sformutowat w 1951 roku Roman Suszko, nazywa-
jac go aksjomatem kanonicznosci (Suszko 1951).

Wspolczesna teoria mnogosci sktania si¢ raczej ku rozwazaniu aksjoma-
tow maksymalnosci, jesli chodzi o istnienie zbioréw. Juz sam Kurt Godel, ktory
rozwazal w 1939 roku inny aksjomat minimalno$ci (stynny aksjomat konstru-
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owalnosci), wykorzystywal go wtedy jedynie dla pokazania niesprzecznosci
aksjomatu wyboru oraz uogoélnionej hipotezy kontinuum z pozostatymi aksjo-
matami teorii mnogos$ci. P6zniej natomiast pisat (Godel 1964, cytat za thuma-
czeniem w Murawski 2002:115):

Z drugiej strony z aksjomatu w pewnym sensie przeciwnego do tego [tj. aksjomatu konstru-
owalnosci — JP] daje si¢ by¢ moze wyprowadzi¢ negacjg hipotezy Cantora. Mam tu na mysli
aksjomat, ktory (podobnie jak [wprowadzony przez] Hilberta aksjomat zupelnosci w geo-
metrii) stwierdzalby pewna wlasno$¢ maksymalnosci systemu wszystkich zbiorow, podczas
gdy aksjomat 4 [konstruowalnosci — JP] orzeka witasno$¢ minimalnosci. Zauwazmy, ze
tylko wlasnos¢ maksymalnosci wydaje si¢ harmonizowac z pojgciem zbioru wyjasnionym
w przypisie 19.

Po raz pierwszy poglad powyzszy Godel wyrazil w 1947 roku. Jak wiadomo,
w 1963 roku Paul Cohen wykazat, ze jesli teoria mnogo$ci ZF jest niesprzecz-
na, to niesprzeczna jest tez teoria ZF wraz z negacja uogolnionej hipotezy kon-
tinuum. Tak wigc, nadziejg na rozstrzygnigcie uogolnionej hipotezy kontinuum
na gruncie znanej teorii mnogosci zostaly rozwiane.

Czy jednak mozna te nadzieje przywrocic, stosownie rozszerzajac aksjoma-
tyke teorii mnogosci? To problem zywo dyskutowany w podstawach oraz filo-
zofii matematyki. Nie mozemy sobie oczywiscie tutaj pozwoli¢ na jakiekolwiek
sprawozdanie z tych dyskusji. Wspomnijmy jedynie, ze wspolczes$nie rozwaza
si¢ celowos$¢ rozszerzenia teorii mnogosci o pewne aksjomaty maksymalnosci,
nazywane aksjomatami istnienia duzych liczb kardynalnych. Nie miejsce tu takze
na epatowanie publiczno$ci ezoteryczng terminologia oraz wyrafinowanymi kon-
strukcjami. Pozwolmy sobie jedynie na jeden przyklad: wspomnimy (bez przy-
taczania formalnych definicji) o tak zwanych liczbach nieosiqgalnych. Jesli te-
oria mnogosci jest niesprzeczna, to nie mozna w niej udowodni¢ istnienia liczb
nieosiagalnych. Zatozenie ich istnienia jest wigc silnym dodatkiem do teorii
mnogosci.

Zbidr jest nieskonczony, gdy jest rownoliczny z jakim$§ swoim podzbiorem
wlasciwym. Twierdzenie Cantora glosi, ze zaden zbiodr nie jest rownoliczny z ro-
dzing wszystkich swoich podzbioréw. Na mocy aksjomatu nieskonczonosci
(ktory gtosi, ze istnieje co najmniej jeden zbidr nieskoficzony) wynika z tego,
ze istnieja zbiory nieskonczone o réznej liczbie elementow, a wigc ze istnieja
rozne (ilociowo) nieskonczonosci.

Mozna precyzyjnie zdefiniowac pojgcie mocy zbioru (czyli liczby jego ele-
mentéw). Moce zbiorow tworza skalg pozaskonczonq (skalg alefow). To, ze
skala ta pokrywa si¢ ze skala mocy zbioréw otrzymywanych przez operacje two-
rzenia zbioru potggowego i sumy zbiordw z najmniejszego zbioru nieskonczo-
nego (zbioru wszystkich liczb naturalnych) jest trescia uogodlnionej hipotezy
kontinuum.

Liczby nieosiqgalne to moce takich zbiordéw, ktére nie moga zostac otrzy-
mane przez operacje tworzenia zbioru potggowego lub sumowania odpowiednio
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mniejszych rodzin zbioréw, moéwiac nieprecyzyjnie, cho¢ moze przynajmniej
obrazowo. Tak wigc, jesli x jest liczba nieosiagalna, to nie mozna jej ,,0siagnac”
poprzez korzystanie ze znanych operacji tworzenia zbiorow. Wielokropek beg-
dacy drogowskazem do tej liczby jest, swobodnie fantazjujac, naprawde gigan-
tyczny. Liczby nieosiagalne sa jednak mikrusami na skali rozwazanych wspot-
czes$nie duzych liczb kardynalnych. Wspomnimy tylko, ze np. jesli x jest tzw.
liczba mierzalng to jest nieosiagalna i jest tyle liczb nieosiagalnych mniejszych
od niej, ile wynosi sama moc x. Czy nasza wyobraznia gotowa jest postugiwac
si¢ takimi wielokropkami?

Nieskonczono$¢ zawsze sprawiala klopoty: pokoleniom filozofow, a takze
kazdemu, kto si¢ nad pojgciem nieskoficzonosci cho¢ przez chwilg zastana-
wial. Z drugiej strony, to wla$nie dzigki badaniom nieskonczono$ci matema-
tyka ukazuje swoja moc i pigkno. Matematyka jest logikq Nieskonczonego —
pisat tworca aksjomatycznej teorii mnogosci, Ernst Zermelo.

Wspomnijmy jeszcze o eliminowaniu uzy¢ wielokropka w opisie nieskon-
czonych twordow syntaktycznych przez specjalnie dobrane symbole: ma to
miejsce w tzw. jgzykach z nieskofczenie dtugimi formutami, gdzie zamiast np.
pisa¢ a; A o A a3z A ... piszemy, powiedzmy: ﬂan . To oczywiscie zabieg

n
czysto techniczny, ksztatt symbolu nie ma znaczenia. Na marginesie nasuwa sig
pytanie: dlaczego wlasciwie wybrano w notacji matematycznej znak wielokrop-
ka do petnienia jego funkcji?

3.3. SUBTELNOSCI REKURSJI

W pewnych przypadkach uzywanie wielokropka jest nieodzowne, ale ob-
warowane zastrzezeniami. Porownajmy np. taki oto fragment ze znanego pod-
recznika funkcji rekurencyjnych i metamatematyki (Murawski 1990:22.):

Zauwazmy, ze w dowodzie wniosku 2.14(iii) uzywaliSmy ... w znaczeniu ,,itd.”. Byt to
wigc skrot zastgpujacy wypisywanie po kolei wszystkich sktadnikow alternatywy majacych
ksztalt a = k; (w tym przypadku zreszta konieczny, gdyz nie znaliSmy wartosci n). W ogol-
nosci jednak przy definiowaniu funkcji i relacji rekurencyjnych nie wolno uzywac ..., w szcze-
golnosci nie wolno tego czynié, gdy ,.kropki te zaleza" od warto$ci argumentu. Prowadzi¢
to bowiem moze do funkcji nierekurencyjnych.

Podobnie w podrgczniku logiki matematycznej (Batog 1999:224):

18 Ix(u, <X AUy <XA..AU, <X)

Wyrazenie 18 nie jest tutaj konkretnym twierdzeniem, ale schematem nieskonczenie wielu
twierdzen dajacych si¢ uzyskaé przez ustalenie wskaznika k i — dzigki temu — wyelimino-
wanie wielokropka.
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Tak wigc, wielokropek wystgpuje w odnosnych sformutowaniach jedynie
metajezykowo. Nie nalezy on do alfabetu symboli rozwazanego j¢zyka. Pozwala
na formulowanie twierdzen, ale musi zosta¢ w kazdym konkretnym przypadku
wyeliminowany.

3.4. LOGIKA WYRAZEN ELIPTYCZNYCH

Przywotamy w tym miejscu pewne ustalenia uzyskane we wspolczesnej in-
formatyce teoretycznej (w logicznych podstawach informatyki) dotyczace wyra-
zen eliptycznych. Wlasnie wielokropek wybrany zostat w tekstach matematycz-
nych z tej dyscypliny jako reprezentujacy eliptyczno$¢ wyrazen.

W artykule Triple dots in a formal language Leon Lukaszewicz konstruuje
jezyk formalny TDL w ktérym rozwazane sa termy zawierajace wielokropek
(Lukaszewicz 1999). Pozwala to, m.in. zastgpowaé definicje rekurencyjne (in-
dukceyjne) przez (krotsze) konstrukcje iteracyjne, do ktorych, jak twierdzi autor,
wiele osob jest bardziej przyzwyczajonych.

Termy wielokropkowe, badZ formuly zawierajace takie termy moga by¢ re-
prezentowane w notacji eliminujacej wielokropki, a wprowadzajacej symbole
nowych operacji i liczniki. Dla przyktadu, formuta:

Vx'3d(((x, " x,)+ |cll.n) = (ay,,  |cl,b.d))
reprezentuje eliptyczna formute:
Vx'3d(x, X, 4.+ X, "X, <a,,, "d,,,)
a term
(el x )+ [cl,0.m)} U | c[1,2..m)
(zawierajacy dwa liczniki) reprezentuje, dla m =3 oraz n =2, term:
{2 xyg+2x,+2:x,),3x, +3-x, +3-x,)}.

Poprzez wprowadzenie stosownych konwencji notacyjnych (skrétow) uzys-
ka¢ nozna np. proste wyrazenia odpowiadajace m.in. granicom sum czg$ciowych
(a wige np. wyrazi¢ e za pomoca termu jezyka TDL).

Reguly skladniowe jezyka TDL umozliwiaja tworzenie réznego rodzaju
termoéw zlozonych (przyktadowo, uzywa si¢ operacji arytmetycznych oraz ope-
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racji na zbiorach [liczb] oraz listach). Warto moze zauwazy¢, ze kwantyfika-
tory w TDL wiaza nieskonczone ciagi zmiennych.

Uniwersum semantyczne dla TDL budowane jest z liczb rzeczywistych (ro-
zumianych jako atomy, tj. nie-zbiory) poprzez iterowanie (przeliczalna liczbe
razy) operacji tworzenia zbioru potggowego. Elementy tego uniwersum nazywane
sa obiektami abstrakcyjnymi. Interpretacjami jgzyka TDL sa funkcje przypo-
rzadkowujace symbolom TDL stosowne obiekty abstrakcyjne.

Przy uzyciu prostych, ale i subtelnych sztuczek technicznych okresla si¢ war-
to$ci termoéw jezyka TDL w uniwersum semantycznym. Wreszcie, podaje si¢
takze tarskiansko wzorowana definicj¢ prawdziwos$ci formuty w interpretacji.

Pokazuje sig, ze termy wielokropkowe moga zosta¢ jednoznacznie spro-
wadzone do pewnych kanonicznych postaci i podaje si¢ twierdzenie ustalajace
od jakiego rodzaju zmiennych zalezy prawdziwo$¢ formut jezyka TDL w inter-
pretacjach.

W artykule Alana Bundy'ego i Juliana Richardsona Proofs About Lists Using
Ellipsis (Bundy, Richardson 1999) rowniez znajdujemy zwigzte przedstawie-
nie tej samej problematyki, w nieco innym ujgciu. Poréwnajmy dwie definicje
funkcji foldl:

(1) Definicja rekurencyjna.

— foldI(®,4,[]) = A

~ foldI(®, A,[H | T]) = foldl(®, A® H,T).
(2) Definicja eliptyczna.

foldl(®, A,[E,,E,....E,]) = (.(A®E)®FE,)®..®F,).

Definicja (1) spetnia standardy poprawnosci definiowania. Czynniki natury
psychologicznej (percepcyjnej?) sprawiaja, zdaniem autorow, ze druga z tych
definicji jest fatwiejsza do uchwycenia, zrozumienia. Autorzy stwierdzaja nawet,
ze z (2) mozemy wiazaé rzeczywiste znaczenie definiowanego pojecia, a (1) to
po prostu najlepszy sposob reprezentacji tego znaczenia w standardowych forma-
lizmach. Logike, w ktorej poprawne sktadniowo bylyby definicje typu (2) au-
torzy nazywaja logikq schematyczng; tego typu logika uzywana byla np. w roz-
prawie Baker 1993.

W logice schematycznej tatwo dowodzi si¢ np. nastgpujacego twierdzenia
o funkcji zdefiniowanej schematem (2):

foldI(®, A[E,.....E, .E,1) = foldl(®, A,[E,....E, ) ®F,.
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Reprezentacjg konstrukcji eliptycznych uzyskuja autorzy za pomoca funk-
¢ji 0

O : (nat — (nat — 1)) — list(1),

ktora liczbie naturalnej oraz funkcji o warto$ciach okreslonego typu przypo-
rzadkowuje liste ztozona z wartosci tej funkcji: ((n, f) = [ f(1),..., £ (n)]. Funk-
cja { moze by¢ zdefiniowana rekurencyjnie:

- ((0,F) = nil
= QN F) =Q(N, F) <> (F(s(N)) :: nil),

(gdzie :: oraz <> maja zwykte znaczenia dotyczace operacji na listach); inna
jeszcze jej definicja rekurencyjna jest np.:

—  ((0,F) = nil

— Os(N),F) = F() :: (N, Ai.F (s(i))).

Wiele definicji rekurencyjnych dotyczacych operacji na listach moze by¢
wyrazonych w terminach funkcji ), przy zatozeniu nastepujacego aksjomatu:

YL :list(t),qn: nat,If : (nat — 1).L = {(n, f).

Autorzy pokazuja, jak niektore twierdzenia wykorzystujace indukcje dowo-
dzone moga by¢ w sposob bardziej bezposredni, przy uzyciu proponowanej no-
tacji schematycznej. Informuja rowniez o implementacjach omawianej metody
w jezyku AClam stosowanym w automatycznym dowodzeniu twierdzen.

4. ZAKONCZENIE

Na zakonczenie koslawa moze nieco, ale wielce zyczliwa metafora inter-
punkcyjno-egzystencjalna. Zyczymy naszemu Jubilatowi mocy twérczych
(w matematycznym sensie) nieosiqgalnych, umykajacych przyblizeniu przez jaki-
kolwiek wielokropek, oraz satysfakcji z ich wykorzystania.
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DODATEK: POKOLENIE WIELOKROPKA, CZYLI WIELOKROPEK
W POLSKIEJ RZECZPOSPOLITEJ LUDOWE]J

Podajemy nizej dwa przyklady tworczego wktadu cenzury prewencyjnej
w Polskiej Rzeczpospolitej Ludowej w kulturg narodowa oraz w rozwoj wyobraz-
ni zwyklego wolnego szarego obywatela.

1. TYGODNIK POWSZECHNY
Komunikat

W dniu 10 lutego 1989 r. odbylo sig spotkanie arcybiskupa metropolity krakowskiego kar-
dynata Franciszka Macharskiego z [...] [Ustawa z dn. 31 VII 1981, O kontroli prasy i wido-
wisk, art. 2 pkt. 6 (Dz. U. nr 44, poz. 204)] Lechem Walgsa. [...] [Ustawa z dn. 31 VII 1981,
O kontroli prasy i widowisk, art. 2 pkt. 6 (Dz. U. nr 44, poz. 204)]

Omawiana byta aktualna sytuacja w kraju ze szczegdlnym uwzglednieniem probleméw ludzi

pracy.

Kanclerz [...][Ustawa z dn. 31 VII 1981,
Kurii Metropolitalnej O kontroli prasy i widowisk,
ks. dr Bronistaw Fidelus art. 2 pkt. 6 (Dz. U. nr 44, poz. 204)]

dr Jan Dziadon
Krakow, 10 lutego 1989 r.

2. PIwNICA POD BARANAMI

Marek Pacuta: Zyciorys
Opowiadanie autobiograficzne o zwyklym wolnym szarym obywatelu.

Byt zwyktym szarym obywatelem niewielkiego kraju o ustroju okre§lonym potozeniem geo-
graficznym panstw sasiednich.

I mimo, Ze byt jedynakiem miat brata [...] [Ustawa z dnia 31 sierpnia 1981 roku o kontroli
publikacji i widowisk, artykut 2, punkt 3]. Dobrze, Ze radio to nagrywa.

Mieszkal w mieszkaniu wybudowanym juz w tym ustroju, ktorego standard okre$laty przepisy
[...] [Ustawa z dnia 31 sierpnia 1981 roku o kontroli publikacji i widowisk, artykut 2,
punkt 3].

Pracowal w duzym przedsigbiorstwie, ktorego produkcja nie byta mu znana w catosci, ponie-
waz pracowal na pierwsza zmiang i do potudnia robili tylko gasienice, ale po potudniu [...]
[Ustawa z dnia 31 sierpnia 1981 roku o kontroli publikacji i widowisk, artykut 2, punkt 3].

Spat regularnie, siedem godzin na dobg i czasem nawet $nilo mu si¢ inne zycie [...]
[Ustawa z dnia 31 sierpnia 1981 roku o kontroli publikacji i widowisk, artykut 2, punkt 3].

Mial swoje nawet do$¢ odwazne poglady i kiedys dla ich publicznego zamanifestowania
przechodzac koto bardzo znanego pomnika wsrdd réz [...] [Ustawa z dnia 31 sierpnia 1981
roku o kontroli publikacji i widowisk, artykut 2, punkt 3].

Kiedy dwa lata temu przyszto mu napisac¢ zyciorys zaczat go od stow: Urodzitem si¢ [...]
[Ustawa z dnia 31 sierpnia 1981 roku o kontroli publikacji i widowisk, artykut 2, punkt 3].

A kiedy umart na klepsydrze nie bylo juz nawet jego nazwiska, tylko [...] [Ustawa z dnia
31 sierpnia 1981 roku o kontroli publikacji i widowisk, artykut 2, punkt 3].

Cze$¢ jego pamigcei!



