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O definicji 5 z Ksiegi V ElementowEuklidesa

On Euclid’s Elements Book V, definition 5

Piotr Btaszczyk
Krakow

Abstract

It is well known fact that there are two definitions of propantin Euclid’s ElementsBook V,
def. 5 and Book VII, def. 20. In the present paper we show tivatt different interpretations of
definition V.5 can be given as modern notation is used: twheifit arise from different readings
of the definition itself, the third is a negation of disprogan (V, def. 7).

We define a structure of magnitudes as a relational  structure
W = (W, +,<), the operation assumeg associative and commutative, the ordermassumed
linear, and the relationship betweenand < is given by the axiom of Eudoxos (V, def. 4). We
define a substructure of the ordered field of non-standatchteabers that forms the structure
of magnitudes where differences between three versionsfofition V.5 are shown. We use that
structure to show that the axiom of Eudoxos and that of Arelaies On the Sphere and Cylin-
der, axiom 5) are not equivalent. We also define two structuresagnitude®; = (W, +1,<1)
and20; = (W, +2,<>2) and show that there are two such magnitullg® € W, that it is not the
case thafA: B:: A: B. We finally show that there are four such magnitudeB,C,D € W, that
A:B:C:Danditis notthe case that:C::B:D

Piata ksiegeElementowEuklidesa zawiera wyktad teorii proporcji wielko geometrycznych
(ciagtych). Przyjmuje sigze autorem tej teorii jest Eudoxos z Knidos i dlatego jest mazywana
teoria proporcji EudoxosaW Elementacteoria proporcji (definicje i twierdzenia z Ksiegi V) jest
stosowana w teorii figur podobnych (Ksiega V1), w klasyfikagelkosci wspétmiernych i niewspot-
miernych (Ksiega X), w badaniu pél oraz objgtd (Ksiega XII).

We wspoiczesnej geometrii teoria figur podobnych opartangseorii liczb rzeczywistych w tym
sensieze jest rozwijana po wprowadzeniu miary odcinkd®adanie pol powierzchni oraz objéto
jest obecnie dziatem rachunkuzriiczkowego i catkowego i tale jest oparte na teorii liczb rzeczy-
wistych. Stad zapewne pochodzi przekonaméemigdzy teoria proporcji a teoria liczb rzeczywistych
zachodzi jalé bliski zwiazek. Przejawem takiego Glgnia sa stowa Bourbakiego zawarteNecie
historyczneposwigconej liczbom rzeczywistym:

,{0 Grekom zawdzieczamy pierwszista i spojna teorie stosunkow wiefi®, czyli w istocie, liczb
rzeczywistych'®

1Zob. Anonimowy autor scholium do Ksiegi V (Euclid, ed. Heig, Vol. V, s. 280), prawdopodobnie Proklos, pisze,
niektorzy twierdza’, z ksiega ta, zawierajac ogélna teorig proporcji, kigh@suje sie zaréwno do geometrii, arytmetyki,
muzyki, jak i wszystkich nauk matematycznych, 'zostatargtik przez Eudoxosa, nauczyciela Platona™[Heath 1956], t
II, s. 113.

270b. [Borsuk, Szmielew 1972]. Jeszcze inaczej jest to mzedone w [Hilbert 1930].

S[Bourbaki 1966], s. 406. Zob. tak: ,Réwnolegiét greckiego pojecia stosunku i wspétczesnego pojecibyiaze-
czywistej ttumaczy, dlaczego matematyka grecka postugigiestosunkami we wszystkich zagadnieniach, w ktérych my
siegamy do wyobrzeh miarowych i do liczb rzeczywistych"[Kulczycki 1973], 96.
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Sama definicja proporcji (,rowrsei stosunkéw") jest z kolei poréwnywana z konstrukcjgbic
rzeczywistych przedstawiona przez Richarda DedekindaaprawieStetigkeit und irrationale Za-
hlen* | tak na przyktad wybitny znawca matematyki greckiej Thorhasth pisze:

~Jest oczywisteze istniejescista odpowiednigt, niemal zgodngt, pomiedzy Euklidesa definicja
réwnasci stosunkow i wspotczesna teoria liczb niewymiernyobimdzaca od Dedekinda".

Niniejszy artykut pdwiecony jest dwoém szczegbétowym kwestiom zwiazanym rdegaroporcji
Eudoxosa: analizie samej definicji proporcji oraz analpmigecia wielk@ci. Pokazujemyze defini-
cje proporcji podana VElementachmazna interpretow@ na trzy sposoby i wskazujemy na pewne
zalenadsci miedzy tymi wersjami. W zwiazku z pojeciem wiefia wystepujacym w Ksiedze V de-
finiujemy strukture wielk&ci i wskazujemy na konsekwencjezrych zataeh naktadanych na te
strukture.

1. Zacznijmy od podstawowych faktéw. Powstakilementéwokresla sie tak samo jak okrezy-
cia Euklidesa: okoto roku 300. p.réeDryginatu nie odnaleziono. Tekst grecki zostat ustaloraepr
Johana L. Heiberga i wydany w latach 1883-1888. Podstapeglyeji stanowity manuskrypty dato-
wane na X wiek n.e.: przede wszystkim krytyczna edygmentovautorstwa Theona z Aleksandrii
(IV wiek n.e.), zapisy wyktadéw tegoTheona oraz manuskrypt zrabowany z Biblioteki Wahgtaej
przez wojska napoléskie i odkryty w Pargu w roku1808 przez Francois Peyrard@rzy ustalaniu
tekstuElementowuwzgledniano przektady i komentarze arabskie orahikie?

Wspoéiczesne ttumaczenElementéwopieraja sie na edycji Heiberdaw artykule opieramy sie
na ttumaczeniu Heath'&.

4Zob. [Dedekind 1872].

5[Heath 1956], Il, s. 124. Zob. tak: ,definicja Eudoksosa [...] jest formalnie réwnawma teorii liczb niewymiernych
Dedekinda"[Baron 1969], s. 27; ,Miedzy teoriami Eudoks©Bedekinda istnieje [...] gleboka analogia [...]"[Baskowa
1975], s. 107; ,W ksiggach Vi VI Euklides operuje stosumkidowolnych wielk&ci - buduje tam, w zasadzie, teorig liczby
rzeczywistej i teorie miary"[Baszmakowa 1975], s. 121hg€ Eudoksos nie uvzat, jak my, stosunku dwéch wielkoi
niewspétmiernych za liczbe, to jednak jego definicja prepovyraza ideg uporzadkowania, zawarta obecnie w pojeciu
liczby rzeczywistej"[Boyer 1964], s. 55; ,Dedekind (a pdzeim autor - uwaa sig,ze byt to Eudoksos - piatej ksiegi
[Elementow - P.B.] Euklidesa) skonstruowat liczby rzeciste z liczb wymiernych"[Conway 2001], s. 3; ,odtwarzajac
niektére kroki Eudoksosa sprzed ponad dwoch tysiecy latddRind ustanowit solidne podstawy systemu liczb rzeczywi
stych"[Edwards 1979], s. 14; ,Proporcje to liczby rzeczstmidodatnie [...]. Co wiecej, nie tylko takie same, lecgezrte
same, ktore aksjomatycznie zdefiniowat Dedekind w 1872"fkudos 1994], s. 69; ,W wymienionej definicji Eudoksosa
tkwi juz w zarodku podstawowa idea Dedekinda: definicja liczby wieigrnej jako przekroju w dziedzinie liczb wymier-
nych"[Kostin 1952], s. 28; ,Jeeli zatem rozpatryw@problem réwnéci i uporzadkowania, pojecia stosunku i dodatniej
liczby rzeczywistej (przekroju) pokrywatyby sig, o ilelkgp dowolnemu przekrojowi odpowiadatyby wielkoi a i B, o
stosunku wyznaczajacym 6w przekréj“[Kulczycki 1973]196; ,Potencjalnie, teoria proporcji niezdi sie od teorii liczb
rzeczywistych: kada proporcja pojawiajaca sie w rozresiach geometrycznych lub fizycznych redy¢ reprezentowana
przekrojem Dedekinda"[Mioduszewski 1996], s. 69; ,Pidédinicja teorii stosunkdéw Eudoksosa jestana, gdy kryje w
sobie podstawowe pojecie matematyki wspoétczesnej cpoj@zekroju zbioru liczb rzeczywistych"[Nika@lil974], s. 230;
»Obecna teoria liczb niewymiernych rozwinieta przez Dadda i Weierstrassa, postepuje niemal dostownie za s@yso
Eudoksosa"[Struik 1960], s. 31; ,Dla Eudoksosa liczhazyedsta jest dana jako stosunek dwoch odcinkow"[Weyl 1949]
s. 39; ,w definicji Eudoksosa tkwito implicite pojecie pkzeju Dedekinda: dwa stosunk/Q i X/Y sa rowne wtedy i
tylko wtedy, gdy zbiory liczb wymiernych, ktére je oszacqaa gory (z dotu) sa réwne"[Wiestaw 1997], s. 38.

6 W Sredniowieczu wigksa ttumaczy i wydawcéw méwito o Euklidesie jako Euklidesie adary. Okrélenie to
wynika z pomylenia naszego Euklidesa z filozofem Euklidegeévtagary, ktoryzyt okoto 400 p.n.e."[Heath 1956], I, s. 3.

"Peyrard przetlumaczylementyna jezyk francuski (wydane w 1804), a w latach 1814-1818bbkowat jedna z
cenniejszych edycji greckiego tekstu wszystkich trzym&stiagElementow

870b. [Heath 1956], IWstepss. 1-151, [Fowler 1999], rozdz. VI; zob tak [Aaboe 1968], ss. 40-42, [Kline 1972], ss.
56-58, [Kulczycki 1973], ss. 250-256.

9Zupetnie niedawno wybitny historyk matematyki greckiejlbMir Knorr zglosit zastrzeenie wobec tej edycji. Zob.
[Knorr 1996].

1070b. [Heath 1956]. CytujaElementyzgodnie ze zwyczajem, podajemy numer ksiegi (W notagjiiskiej) oraz numer
twierdzenia lub definicji (w notacji arabskiej).
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2. W przektadacrElementéwna jezyki nowaytne mana wydziele dwa nurty** W pierwszym
Elementytraktowane sa jako wyktad i zrodto wiedzy matematyczig.wydania pozbawione sa
wrazliwosci filologicznej i historycznej. W zakmosci od uznania autora i zrozumienia tekstu zmie-
niane sa definicje, dowody, dodawane lub pomijane twiandzeédla przyktadu wElementachktore
w roku 1804 wydat John Playfair definicja proporcji z Ksigjest zupetnie inna i definicja Eukli-
desa, mianowicie:

~Four magnitudes are proportional, when any multiple offtret contains the second (with or without
the remainder), as often as the same multiple of the thirta@mnthe fourth'.?

Na przetomie XVIII i XIX wieku, gdyElementyzaczeto traktow@jako podrecznik matematyki,
kolejne wydania byty podporzadkowywane wymogom dydakiyk takze nie przywiazywano wagi
do zgodnéci tekstu z oryginatem. Do wyjatkéw naie petne wydaniaElementytraktowano jako
rzecz o geometrii, stad najégej wydania obejmowaly Ksiggi I-VI, rzadziejZKsiegi I-VI oraz
XI-X11. 13 Z drugiej strony znane sazevydania, w ktoryctElementylicza Ksiag pigtnacie.

Obok tego, poczynajac od XVII wieku, powstawaty edycje, térikch konfrontujac kolejne wy-
dania i komentarze prébowano odtwotzyryginalny tekst Euklidesa Zwiehczeniem tego nurtu
jest edycja Heiberga. Poczynajac od tej edycji wyrazmdziela sie teksElementéwod tego, co
jest uznawane za interpretacje, czy komentarZnamienneze zbiega sie to w czasie z ustaleniem
matematycznego standardu odczytaBlamentowa za taki uznajemysrundlagen der Geometrie
Davida Hilberta. W XX wieku ,geometria Euklidesa"to systesjomatyczny ustalony w zasadni-
czym ksztalcie przez Hilberta w roku 1899.

3. Przez wiekiElementybyly uznawane za wzér metody dedukcyjnej. Z czasem zaazgtjulo-
wat w wyktadzie Euklidesa ,luki”, tj. nie wyjawione w formie ajomatéw czy postulatéw zatenia
wykorzystywane w dowodach. Typowe przyktady takich ,lukWwykitadzie geometrii to aksjomat
Pascha oraz aksjomat ciagtd, w teorii proporcji — zateenie o istnienia czwartej proporcjonalne;.
W kolejnych partiach artykutu zobaczmy, jak wzrych komentarzach wypetniane sa owe ,luki"w
teorii proporcji dotyczace pojecia wielkoi.

4. Wielko&t (peyebog). Wielkost podpada pod kategorie #oi. W KategoriachArystoteles pisze :

.0 & jest badz rozdzielna, badz ciagta. [...] Przyktadéoaci rozdzielnej jest liczba i mowa, przy-

Hinformacje podane w tym punkcie podajemy za: [Goldstein0®@daz [Heath 1956]Wstep czet VIII Translations
and Editions

12E\clides Elements of Geometry: Containing the First Six Books ofilpalith a Supplement on the Quadrature of the
Circle and the Geometry of Solids, To Which Are Added, ElésradrPlane and Spherical Trigonometry by John Playfair,
F.R.S, Edinburgh 1804, s. 296 - cytowane za [Goldstein 2000], styt6t i dane edycji Playfair'a za [Goldstein 2000], s.
52. Definicje Euklidesa V.5 podajemy w punkcie 8.

L3Takie jest wisnie jedyne polskie ttumaczeni&uklidesa poczatkéw geometrii ksiag osmioro, to ies&zpierw-
szych, jedenasta i dwunasta z dodanemi przypisami digtho mtodzi akademickiej wyttumaczone przez J6zefa zech
Wilno 1817. Cz&t VIII Wstepudo Elementéww ttumaczeniu Heath'a traktuje o przektadach na jezyki ooytne. Thu-
maczenie Czecha jest tam dodane w nawiasie do grupy deje3ggyk rosyjski,(1817. A translation into Polish by Jo.
Czecha.)"[Heath 1956], I, s. 113.

1Goldstein zalicza do tego nurtu: (The English Euclid: Being the First Six Elements of Geomdirgnslated out of
Greek with Annotations and Useful Supplements by Edmunaididgh, Oxford 1705, (2)Euclid’s Elements Volume Il
Containing the Seventh, Eight, Ninth, Thirteenth, Fourteand Fifteenth Books: With the Data Being the RemainintsPa
of That Work Which Were Not Publish’d by the Late Dr. Ke#ns. Edmund Stone, London 1731, (3) Robert Sim$oe,
Elements of Euclid viz. The First Six Books, Together wigtBleventh and Twelfth. The Errors by Which Theon and Others
Have Long Ago Vitiated These Books, are Corrected and SoBwctitl's Demonstrations Are Restordehiladelphia 1810.
Tytuly i dane edycji podajemy za [Goldstein 2000], ss. 52-53

157 jednej strony w wielu XX-wiecznych wydaniach pism mateyeanych antycznej Grecji stosowana jest symbolika
nie wystepujaca w oryginale, z drugiej, w zupetnie najepych edycjach, wknie w trosce o zgodsso z oryginatem, nie
tylko ze nie wprowadza sie do ttumaczemidnych obcych elementéw, ale nawet zachowuije sie tyfiedekstu.
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ktadem ildsci ciagtej jest linia, powierzchnia, ciato a ponadto cizamejsce"16

W Elementactznajdujemy dwa rodzaje wielkai: liczby i wielkdsci geometryczne (wiellami
ciagte)’

5. Liczba (@p18uog). Liczba to liczba naturalna poczynajac od 2; 1 nie jeghl— jest jednostka,
z ktorej powstaja liczby; zero nie wystepuje Bementaci® Dwie liczby moga bg rowne, jedna
maoze byc wigksza lub mniejsza od drugiej. Liczby mma dodawg, mnazyt i odejmow& mniejsza
od wigkszej. Mnaenie jest definiowane przez dodawanie. Przemignnmazenia jest dowodzons,
Relacja mniejsz&ci nie jest definiowana. Do tej charakterystyki dodajensja@kat indukcji. Nie jest
on explicitesformutowany, ale jest stosowany. @té dowodzie twierdzenia V.8 mamye wielkdst
D jest mniejsza od wielksri K i w odniesieniu do nich Euklides pisze:

Jet L be taken double db, M triple of it, and successive multiples increasing by oneil what is
taken is a multiple oD and the first that is greater th#.2°

Z zatazenia, wielkciD i K sa archimedesowe, stad dla pewnej liczby naturalmechodzinD >
K. Euklides przyjmuje jednak istnienie takiej liczby natloe, ktéra spetnia warunefa+1)D > K >
nD. Liczba taka istnieje przy zateniu,ze w dowolnym niepustym zbiorze liczb naturalnych istnieje
element najmniejszy, a warunek ten jest rownpmgaksjomatowi indukcjft

5.1. WElementachutamki nie sa liczbam?? Liczba mae natomiast by, czescia"innej liczby:

»A number is a part of a number, the less of the greater, where#sures the greater, but parts when
it does not measure 8

»The greater number is a multiple of the less when it is mezsby the less24

.Numbers are proportional when the first is the same multiptehe same part, or the same parts, of
the second that the third is of the fourt¥".

Gdy A = nB, to A jest wielokrotn&cia B, gdy B = mA, to A stanowi czéc-partB. Natomiast w
odniesieniu do przypadku c&eparts David Fowler pisze:

~EUklides nigdzie nie wyjania, ani wprost w definicji, ani implicite w jakigtwierdzeniu, jak trakto-
wac przypadek, gdy pierwsza liczba jest 'parts’ drugiej, elit nie wiemy, jak interpretovtasame
parts™ 26

Ivor Grattan-Guinessem podaje natomiast taka intergeetaojecia ,parts": Niechm < n. Gdy
k-m=n, tom,mierzyticzben i stanowi cz&t-part {iepoc) liczby n. Gdyk- m+I = n, to m stanowi
czest-parts (iepn) liczby n. W ten sposoéb 3 stanowi c&gpart 9, natomiast 3 jest taka samasig-

18[Arystoteles], 6. 4b.

LGrattan-Guiness do wielkei zalicza take stosunki. Zob. [Grattan-Guiness 1996], s. 362.

1870b. ,An unit is that by virtue of which each of the things theadst is called one"[Euklides], VII, def. 2, ,A prime
number is that which is measured by an unit alone"[EukliodeéH] def. 11.

1970b. ,A number is said to multiply a number when that which isltiplied is added to itself as many times as there
are units in the other, and thus some number is producediiffesk V11, def. 15 oraz ,If two numbers by multiplying make
certain numbers, the numbers so produced will be equal taoother'[Euklides], VII, tw. 16.

20[Euklides], V, tw. 8.

2170b. t&z dowdd twierdzenia: ,Any composite humber is measured byesprime number”, [Euklides], VII, tw. 31.

2270b. [Fowler 1999], [Grattan-Guiness 1996], [Kline 1972].

23[Euklides], VII, def. 3.

24[Euklides], VII, def. 5.

25[Euklides], VII, def. 20.

26[Fowler 1999], s. 16.
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parts 7 jak 6 jest cAeia-parts 14/

6. Wielkosci geometryczne. W parszej tabeli powtarzamy za Grattan-Guinessem klasy&kaiz)|-
koSci geometrycznych wystepujacychBlementactt®

| Wielkosci geometryczne  Prostoliniowe | Krzywoliniowe |
linia prosta krzywa ptaska
np. tuk okregu
obszar ptaski prostoliniowy| ptaski krzywoliniowy
np. prostokat np. wycinek kota
powierzchnia prostoliniowa krzywoliniowa
np. czworgcian np. kula
bryta prostoliniowa krzywoliniowa
np. szczécian np. kula
kat ptaski brytowy

Przyjmujemy,ze w ré&&nych komoérkach wystepuja wielkoi réznego rodzaju. Tak wiec na pod-
stawie tego ustalenia np. kwadrat i koto sa wig&ami réznego rodzaju.

6.1. Wielkéci geometryczne mhych rodzajéw nie sa poréwnywane. Wielkd geometryczne
tego samego rodzaju sa uporzadkowane: jedna jest véigksziejsza badz rowna drugidj.

WielkoSci geometryczne tego samego rodzajwznedodawa. Zwiazane z pojeciem wielokrot-
noSci mnaenie wielkdci przez liczbe rozumiemy jako iteracje dodawania; proyemy, ze zapis
2A oznaczaA+ A, ogolnie, zapisiA oznacza

At +A
——

n—razy

gdzie+ jest dodawaniem wiell&zi danego rodzajtf

Generalnie, wielksci tego samego rodzaju nie sa maone. Jest natomiast Blementachedno
twierdzenie — VI, tw. 23 — o ktérym przyjmuje siee wystepuje w nim mreenie odcinkéw, a wy-
nikiem jest prostokat. W przypadku wiekkci innych nz odcinki, mnaenie trudno jest w ogéle
zinterpretowa, bo c@ np. miatoby b wynikiem dziatania kat kat?*

Powyzsze tezy sa powszechnie akceptowane. Ze swej stronyrdgpdiaj tego nastepujaca watpli-
wost. Jezeli wynikiem dodawania ma lagywielkost tego samego rodzaju &g to tylko w przypadku
odcinkéw wyznaczenie sumy jest proste. Galyest kwadratem, a wynik 'ema byt kwadratem,
to wykonaln@t tej operacji uzasadnia twierdzenie Pitagor¥sale juz wykonalnét operacii X,
gdzieK jest danym kotem, nie jest bynajmniej oczywista.

Jezeli wykonaln&t operacjinA winna byt uzasadniona geometrycznie, to operacja odwrotna, tj.
wyznaczenie takiegB, ze A= nB, maze w ogdle nie by wykonalnayidezagadnienie trysekcji kata,
czy podwojenia s&eianu3®

2770b. [Grattan-Guiness 1996], s. 362.

2870h. [Grattan-Guiness 1996], s. 363.

29Dana wielkdt nie jest poréwnywana sama z soba.

30podstawa takiej interpretacii jest dowdd twierdzeniabV(Gdy wielkdt A pochodzi ze struktury, w ktérej zdefinio-
wane jest mneenie, wéwczas wyraznie piszemyA.)

3170b. [Grattan-Guiness 1996], s. 364-365.

3270b. ,In right-angled triangles the squares on the side sippdhe right angle equals the sum of the squares on the
sides containing the right angle"[Euklides], I, tw. 47.

33por. ,W dziedzinie odcinkéw istnieje operacja odwrotna germcji dodawania - podziat: gdy dany jest odcirek
i liczba naturalnan, to istnieje jeden i tylko jeden [...] taki odcinek ze nx = a; jest on oznaczany jaka/n. Operacja
podziatu mae byt sktadana z dodawaniem. W ten spos6b rgynshazywamy $3razy’ a. Symbol utamkam/n shuzy tu
za symbol ztaenia operacji, takze dwa utamki sa réwne § operacje przez nie oznaczone prowadza do tego samego
wyniku, bez wzgledu na to, do jakiego odcinkaa zastosowane. [...] Nie ma potrzeby wprowadzgecjalnych utamkéw
dla kazdej dziedziny wielkéci"[Weyl 1949], s. 30-31.
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6.2. Aksjomat Archimedesa. Definicja V.4:

.Magnitudes are said to have a ratio to one another whichapwahlide, when multiplied, of exceeding
one another®

(E) 3dneN[hA>B].
Podobny warunek, jako aksjomat 5, podaje Archimedesa wig&kwalcu i kuli

,Of unequal lines, unequal surfaces, and unequal solidgsgtbater exceeds the less by such a ma-
gnitude as, when added to itself, can be made to exceed agpedsnagnitude among those which
are comparable with [it and with] another on&";

(A) A<B—3dneN[n(B—-A)>BAnB-A)>A.

Warunek (E) jest nazywany albo aksjomatem Eudoxosa, albpmlatem Archimedesa, albo
aksjomatem Archimedesa-Eudoxosa, albo aksjomatem EgdeXachimedes® Podobnie warunek
(A) jest nazywany aksjomatem Archimedesa, albo Eudoxashiedesa’

6.4. WElementactwielkosci geometryczne tego samego rodzaju spetneajalefinitionewaru-
nek (E) i w zwiazku z tym nazywane sa w literaturze wiélkiami archimedesowymi. Pakamy,ze
warunki (A) i (E) nie sa rownowane3 mimo to bedziemy respektowaastany zwyczaj jezykowy.
Tak wigc, w artykule przyjmujemyze wielkdsci archimedesowe, to wielkoi spetniajace warunek
(E). Biorac pod uwage povgze ustalenia, przez strukture wigdkorozumiemy strukture relacyjna
20 = (W, +, <), gdzie dziatanie jest wewnetrzne, taczne i przemielinmrzadek< jest liniowy*° a
warunek (E) okrgla zwiazek miedzy dodawaniem i porzadkiem wiéikio

6.5. W liscie Richarda Dedekinda do Rudolfa Lipschitza czytamayl.ipschitz miat powiedzie
0 zasadzie ciaghzi Dedekinda:

,hie przecze,i Paska definicja [zasada ciadld - P.B.] jest uprawniona, ale uaam,ze ré&ni sig
ona tylko co do formy zewnetrznej, niezao do istoty, od tego, co stwierdzilijistaraytni. Moge
tylko powiedzi€, ze uwaam definicje umieszczona w ks. V Euklidesa jako defirdgja brzmiaca w
wersji facihskiej: rationem habere inter se magnitudes dicuntur, quae possauitttplicate sese munto
supremeza réwnie zadowalajaca jak iska" 4!

Dzisiaj jest wrecz niezrozumiatge ,za réwnie zadowalajace"moa byto uzna warunek (E)
i zasade ciagfeci Dedekinda. Z odpowiedzi Dedekinda przytoczymy jedndikotten fragment, w
ktérym jest mowa o tym, jak vElementachscharakteryzowane jest to ,ddsyiejasne i skompli-
kowane"pojecie wielksci. Ot& zdaniem Dedekinda wprost podana jest tylko wtasnmawarta w

34[Euklides], V, def. 4.

35[Archimedes], Ksigga I, s. 4.

3670h. ,aksjomat Archimedesa"[Baszmakowa 1975], s. 106sj@kat Archimedesa (ktéry by} zreszta wéneej
wyczuwany przez Eudoksosa)'[Coxeter 1967], s. 219, ,aksjoEudoksosa"[Edwards 1979], s. 12, ,postulat Archi-
medesa"[Mioduszewski 1996], s. 65, ,aksjomat Archimeelesdoksosa'[Klein 1972], s. 81, ,aksjomat Eudoksosa-
Archimedesa"[Rosenfeld 1988], s. 44.

3770b. .aksjomat Eudoksosa-Archimedesa“'[Baszmakowa 1985]132; ,aksjomat Archimedesa albo aksjomat
Eudoksosa-Archimedesa”, [Batog 2000], s. 23.

3870h. nizej pkt. 9.4.

3970h. dowdd twierdzenia V.1.

40przechodnigt jest zaktadana w dowodzie twierdzenia V.8, prawo trycimiite w dowodach prowadzonych metoda
nie wprost: V.9, V.10, V.18.

4l Dedekind 1876], s. 149-150. Najpewniej to Wide te stowa Lipschitza ma na uwadze Baszmakowa, gdy pisze:
.Miedzy teoriami Eudoksosa i Dedekinda istnieje tak gheh analogiaze w jednym z listéw do Dedekinda R. Lipschitz
zapytywat go, co wiaciwie zdziatat nowego w poréwnaniu ze staymymi“[Baszmakowa 1975], s. 107; zob. za{Mio-
duszewski 1996], s. 69.
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definicji V.4. Milczaco natomiast zaktada siee wielkéci sa uporzadkowane liniowo oraz e
wielokrotndsci nA sa wielkéciami tego samego rodzaju Ad™

6.6. Dla poréwnania zobaczmy jeszcze, co o wisthach wyczytat ZlementéwNicolas Bour-
baki:

~Wielkosci tego samego rodzaju sa scharakteryzowane przee topga bg poréwnywane (to zna-
czy, przyjmuje sieze zdefiniowana jest rowso, ktéra jest relacja réwnowadsci, oraz relacja<
i >), moga byg dodawane i odejmowane (zdefiniowane jast B orazA — B, gdy A > B) oraz,ze
spetniaja 'aksjomat Archimedesd'®.

»+Aksjomat Archimedesadznacza tu warunek:

(a>0, b>0)— Ine N[na> b].4*

Zwazywszy,ze element neutralny 0 nie ma interpretacji geometrycmadgzy przyje, ze Aksjomat
Archimedesa to warunek (E).

.Zauwamy, ze dla Eudoksosa wielkgi tego samego rodzaju tworza system z jednym dziataniem
wewnetrznym (dodawaniem), ale system ten posiazlagenetrzne prawo kompozycji, ktérego ope-
ratorami sa stosunki wiellszi, o ktérych przyjmuje sige tworza grupe abelowa. [...] Toe stosunki
wielkosci kazdego rodzaju tworza dziedzing operatoréw jest réwram&aaksjomatowi (nie sformu-
towanemuexplicite ale czesto stosowanym w dowodach Euklidesa) o istnienitartej proporcjo-
nalnej: gdy dany jest stosuné¥/A’ i dane jestB, to istnieje takieB’' tego samego rodzaju, & ze
zachodziB/B = A/A". 4

7. StosunekXoyog). Stosunek to relacja ze wzgledu na wiglkdsize,rmAkotneg) miedzy wiel-
koSciami (magnitudegieyeboc) tego samego rodzaju;

LA ratio is a sort of relation in respect of size between twaymitudes of the same kind®.

7.1. Powszechnie przyjmuje sipe Euklides nie podat definicji stosunku. Z drugiej strony, w
interpretacjach, w ktérych teorie proporcji przyrownsje do teorii liczb rzeczywistych, to waaie
stosunkowi przyporzadkowuje sig liczbe rzeczywistagarza sie nawetg teoria proporcji jest nazy-
wana teoria stosunkow. Historyczne tto kontrowersjiazeinej z tym, czy w Ksiedze V znajdujemy
teorige stosunkéw, czy teorie proporcji jest takie: praformutowaniem teorii Eudoksosa w mate-
matyce greckiej funkcjonowaty dwie inne teorie proporejiobydwu byt zdefiniowany stosunek, a
proporcja polegata na poréwnaniu stosunkéw.

8. Proporcja @valoyia). Definicja V.5 to definicja proporciji:

»,Magnitudes are said to be in the same ratio, the first to tbersand the third to the fourth, when,
if any equimultiples whatever be taken of the first and thinad any equimultiples whatever of the
second and fourth, the former equimultiples alike exceszlabke equal to, or alike fall short of, the
latter equimultiples respectively taken in correspondinder"#®

4270b. [Dedekind 1876], s. 151.

43[Bourbaki 1966], s. 408. Zob. tak: ,Zbudowana w ten sposéb uniwersalna dziedzina opésatbyta dla matematy-
kéw greckich, tym, czym dla nas jest zbiér liczb rzeczywistyjest ponadto oczywistee wraz z dodawaniem wielkoi
i mnozeniem stosunkéw wiellszi posiadali oni rownowanik tego, czym ciato liczb rzeczywistych jest dla nas"[Buaki
1966], s. 409.

4470b. [Bourbaki 1966(a)], s. 334.

45[Bourbaki 1966], s. 408-409.

48[Euklides], V, def. 3.

4770b. [Berggren 1984], [Fowler 1999].

48[Euklides], V, def. 5. W ttumaczeniu Fabio Acerbi: ,Magnies are said to be in the same ratio, first to second and
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Definicja V.6 ustala nazwe:
,Let magnitudes which have the same ratio be called propuatf °

W Elementachiowndst (100¢) odpowiada i przystawaniu i rowsoi p6l>° W definicji proporcji
jest powiedzianeze stosunki wystepujace w proporcji sa ,te same", a niengj dlatego zgodnie ze
zwyczajem, stosunek wielkai A i B zapisujemy jakd\ : B, a proporcje jakd\: B::C: D.5!

8.1. Sprébujmy narzucina definicje proporcji siatke wspétczesnej notacjidagiej. Wsréd znaw-
cow matematyki greckiej, a i svdd komentatoréw bazujacych na ttumaczeniach, funkggotrzy
wersje:

1)
A:B::C:D <yt VYmn[(nNA>; mB nC >, mD) Vv
V(nA=mBnC=mD) V (nA<1 mBnC <2 mD)],
)
A:B::C:D <yt Ymn[(nA>1 mB— nC >, mD) A
A(NA=mB— nC=mD) A (nA<3 mB— nC <, mD)],
®3)

A:B::C:D <yt Ymn[(nA>1 mB< nC >, mD) Vv
V(nA=mB« nC=mD) V (nA<; mB« nC <, mD)].*?

gdzie wielkaci A,B orazC,D sa parami tego samego rodzaju, co zapisujemy jakd c 20, =
(Wi, +, <1) orazC,D € 2, = (W, +, <2),%° przyjmujemy te, zem,n > 1.

Fabio Acerbi analizujacaycia spéjnikaopa w Elementachu Arystotelesa i Archimedesa przyj-
muje definicje (3). Dalej tak pisze:

W takiej wersji (nie)réwnéci wystepujace w kalej parze musza lyjednoczénie spetnione lub
jednoczénie niespetnione, podczas gdy wersja i’ wymaga tylko,tgby byly one jednocamie
spetnione'®

third to fourth, when the equimultiples of the first and thatcthe same time exceed or at the same time are equal to or at
the same time fall short of the equimultiples of second anuitfp compared to one another, whatever [is] each multiple o
each [magnitude]"[Acerbi 2003], s. 194.

49[Euklides], V, def. 6.

50Dla tego drugiego rozumienia réwsa kluczowe jest twierdzenie 35 z Ksiegi I. Nie jest jedriak, ze réwndgt
odcinkéw to réwn&t diugdsci w dzisiejszym rozumieniu, a réwsbfigur to rown&t poét dzisiejszym rozumieniu. Zob.
[Grattan-Guiness 1996], [Fowler 1999], [Klein 1972], [i€mycki 1973]. Por. ,W aksjomatach Euklidesa réwtoznacza i
identycznact i rownast pod wzgledem wielksci; wiec np. rownst dwoch odcinkéw to réwrie ich diugdci [...], rownae
dwoch két [...] to rownat ich pél'[Batdg 2000], s. 17.

51Grattan-Guiness podajee zwyczaj ten zostat zapoczatkowany w XVII wieku przez Wy Vicenta Wing'a (stosu-
nek) i Williama Ougethered (proporcja); zob. [Grattan-@ss 1996], s. 365-366. Zdarza gie w komentarzach proporcja
jest nazywana rowrszia stosunkéw. Czasami stosunek nazywany jest prapompwczas o proporcji Eudoksosa moéwi
sie,ze ,proporcjea: bi c: d sa réwne"[Mioduszewski 1996], s. 64.

52F. Acerbi podajeze w najnowszej francuskiej edydfilementéw(Euclide 1990-2001Les Elémentsttumaczenie i
komentarz B. Vitrac) przyjeto wersje (1),Z& Mueller w ksigce Philosophy of Mathematics and Deductive Structure in
Euclides Element@MIT, Cambrigde 1981), uwzgledniajac stosowanie definiczyjmuje wersje (2); zob. [Acerbi 2003],
s. 194. W komentarzach, acz rzadko zapis definicji jest jedaczny, podaje sie: wersje (1) - [Baszmakowa 1975], 6, 10
[Edwards 1979], s. 13, [Stein 1990], s. 168, wersje (2) iaki 1966], s. 409, [Klein 1972], s. 69, [Mioduszewski 699
s. 64, [Weyl 1949], s. 39, wersje (3), abyaze (2') - [Baron 1969] s. 27, [Hale 2000], s. 107, [Nikol974], s. 230,
[Wiestaw 1997], s. 38. O ile jednak Acerbi, Mueller, Vitrazasadniaja swoje wybory, to we wskazanych komentarzach w
ogo6le nie zauwza sig,ze dokonywany jest jakiwybor.

53pomijamy indeksy przy symbolu dodawania.

54Z0b. [Acerbi 2003], ss. 193-197.
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8.2. Przyjmujemyze dla kadej pary(m,n) wielkosci mA nB oraz mC, nD spetniaja prawo
trychotomii. Przy tym zatpeniu warunki (1) i (2) sa rownovae>® Dla porzadku podamy jeszcze
jedna wersje definicji V.5, cagiowo uwzgledniajaca filologiczne analizy Acerbi, moavicie:

()
A:B::C:D <yt Ymn[(nA>1 mB— nC >, mD) A
A(NA=mB— nC=mD) A (nNA<1y mB— nC <, mD)].

Wersja ta te jest rownowana wersji (1). Warunek (3) jest natomiast tautologia:dtieolnej pary
(m,n), jezeli zadna z rownowancsci wystepujacych pod kwantyfikatorem nie jest postaet 1, to
ktéras musi by postaci 0— 0.

Jezeli jest tak, jak twierdzi Acerbize w telscie definicji V.5 odpowiednie spoéjniki zdaniowe to

istotnie rownowanaost i alternatywa, wowczas w definicji (3) moa zmient pozycje kwantyfikatora
i otrzymamy:

(3)
A:B::C:D <yt Ymn[(nA>1 mB< nC >, mD)]Vv
VVm,n[(nA= mB+« nC = mD)] v ¥m,n[(nA <1 mB« nC <, mD)].

Acerbi nie rozwaa takiego wariantu, a jest on zgodny z jego analizami o &xde,(nie)rowndci
wystepujace w kadej parze musza yjednoczénie spetnione lub jednoceie niespetnione”.

8.3. Nieréwngt stosunkow. Definicja:

-When, of the equimultiples, the multiple of the first maguié exceeds the multiple of the second,
but the multiple of the third does not exceed the multiplehef fourth, then the first is said to have a
greater ratio to the second than the third has to the fodfth".

Tu nie ma watpliwci: .

A:B>C:D gt dmnnA>3 mB nC <, mD],

gdzieA,B € 20, orazC,D € 20.
Gdybysmy chcieli dotrzé do definicji proporciji wychodzac od definicji nieréwsw stosunkow,
to otrzymamy jeszcze jedna, czwarta wersja:

A:B:C:D g (A:B>~C:D)A—(C:D>A:B),
co daje

(4)
A:B::C:D «qy;s

vm,n[(mA<; nB,mC<,nD)V (mA>; nBmC >, nD)].>’

9. Sprawdzmy, jakie zalmosci zachodza migdzy (1), (3') i (4). Latwo zobatzye (1) — (4).
Analizujac poszczegolne sktadniki koniunkej{3') dostaniemy-(3') — —(1), czyli (1) — (3).

Wskazemy teraz taka strukture wielka 20 = (W, +, <) oraz takie wielk&ci A, B, C, D, ze
zachodzi:

55W zalezndsci od kontekstu, (1), (2), (3), a pézniej — (27), (3') i (4znacza albo definicje, albo sam definiens.

56[Euklides], V, def. 7.

57Por. ,rozwaania przedstawione w niniejszym opracowaniu [...] zdemyahie wskazujaze opracowanie def. 5 wyni-
kto z istotnych bada nad tym, czym jest dysproporcja. Jest prawdopodobmegef. 5 w rzeczywistxi sformutowano jako
logiczne uzupetnienie def. 7 [...]. Ale pr&gje od zaprzeczenia dysproporcji do proporcjonsdngest proste [immediate]
i nie zostawia miejsca na sanatematycznie znaczacego'[Acerbi 2003], s. 236.

128



Piotr Btaszyczyk: O definicji 5 z Ksiegi V Elementéw Euldale

(@)
(A: B::C:D)/\ﬂ(A:B:1:C:D)/\ﬂ(A:B:

:C:D),
4 @ ®)

(b)

(A:B:C:D)A—(A:B:C:D)A—(A:B:C:D),

3) 1) (4)

gdzie zapis(A: B:4:C : D) oznaczaze wielkdsci A,B,C,D sa w proporcji na podstawie definicji w

wersji (4), i odpowiednio dla pozostatych wersiji.
Przyjmijmy 20 = (W, +, <), gdzieW to zbidr niestandardowych liczb rzeczywistych ograniczo-
nych, o cz&ci standardowej dodatniej;

W={xeR":st(x) >0, Ire R, [0< |x <r]},

a dodawanie i porzadek W sa takie, jak w ciele niestandardowych liczb rzeczywistygtad od
razu otrzymujemyze dodawanie jest taczne i przemienne, a porzadek jestini zgodny z doda-
waniem®8
W 20 spetniony jest aksjomat Archimedesa. IstotniegjeA > B, to st(A) > st(B) i istnieje taka
liczba naturalnan, ze zachodzn - st(B) > st(A), a wéwczas- B > A.
Ad (a) Niech teraz bedzie dodatnia nieskazenie mata. PrzyjmijmpA =3—-¢,B=2,C =3,
D = 2. Ciato niestandardowych liczb rzeczywistych jest cialgmorzadkowanym, dlatego zachodzi
358 < 3. Migdzy liczbami3;£ i 3 nie lezy zadna standardowa liczba wymierna, dlatego gy 3k
lub n £ 2k, gdziek € N, to
3—-¢ m 3
2 “nT2°
lub w postaci rownowane;j:

m
n

!
N w
\%

oraz 3—¢ >
2

S|3
513

n-(3—g)<m-2-n-3<m-2 oraz n-(3—¢)>m-2-n-3>m-2.
Gdym=3kin=2kto

A

)

NI W

3—£<m
2 n

S| 3

lub w réwnowanej postaci
n-(3—g)<m-2An-3=m-2.

Stad, ostatecznie dostajemy:

(3—€:2:3:2N(83—€:2::3:2A(3—€:2::

4 @ @)

Ad (b) Teraz przyjmijmyA =3 —-¢, B=2,C = 3+¢, D = 2. Dla kadej parym,n zachodzi
m-(3—¢€) #n-2orazm- (3+¢€) #n-2, zatem

(3—¢):2

3:2).

(é:/>(3+8):2)'

Jednoczénie 2 (3—¢) < 3-2oraz 2 (3+¢) > 3-2, co oznaczaze
—(3—€:2::3+€:2)A(3—€:2::3+¢€:2).
&y 4
tatwo tez zobaczg, ze

(\/5:1( ;)\/5:1) Aﬁ(\/i:l(i:)\/é:l)Aﬁ(\/i:l(z:l:)\/é:l).

3

9.1. Spoéjrzmy teraz na przyktad przypadek

5870b. Dodatekna kahcu artykutu. Dla sprawdzenia podawanychajinieréwnéci wystarczy wiedzig ze (1)n-€ < 1,
dla kazdej liczby naturalnef, (2) nieréwnéci sa przeksztatcane tak, jak w dowolnym ciele uporzadiym.
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@)
(A:B:C:D)A—(A:B:C: D).
4) @
Otéz mamy
ﬁ(3—s:2(:l:>3:2)/\ﬁ(3—s:2>-3:2)/\ﬂ(3:2> 3—¢:2).

Proporcja w wersji (1) jest rownovzaa proporcji w wersji (2), zatem mamy tak

ﬁ(3—s:2(:2:)3:2)Aﬁ(3—s:2>3:2)/\ﬁ(3:2> 3-¢:2).59

David E. Joyce w elektronicznej edydiilementowzamieszczonej na stronach internetowych
Clark University, w komentarzu do Ksiegi V przyjmuje de€ij@ proporcji w wersji (2), a w zwiazku
z prawem trychotomii dla stosunkéw pod definicja V, def. §zpi

,Z samych definicji [V.5 i V.7 - P.B.] jasno wynikazeW : X > Y : Z jest sprzeczne W : X =Y :

Z. [...] Przyjmujac przechodn@ [porzadku stosunkéw- P.B.], mpa pokazg, zeW : X >Y : Z
jest sprzeczne ¥ : X <Y : Z [...]. (Sa te dowody, ktére nie zaf od przechodngei.) Druga
strone prawa trychotomii, méwiaca o tyme zachodzi przynajmniej jeden z tych trzech przypadkow,
trudniej jest wykazé, a dowdd zaley od potraktowania definicji V.4 jako aksjomatu poréwnyvean
W istocie, bez niego rozumowanie to jest falszyw".

Dalej Joyce podaje dowdd zapowiedzianego twierdzenia pragktad na toze bez zateenia
aksjomatu Archimedesa prawo trychotomii nie zach8dzi.

Podany przez nas przyktad pokazuge,nie tylko ,na gruncie samych definicji®, czyli na gruncie
logiki, bez zadnych dodatkowych zateh o strukturze2s, ale nawet przy tych zakeniach, ktére
przyjelismy — liniowdt porzadku< oraz aksjomat Archimedesa — nie jest taé,W : X > Y : Z jest
sprzeczne ¥V : X <Y :Z"

Dla proporcji w wers;ji (4) prawo trychotomii otrzymalibgny wprost z definicji, zaktadajaze
przypadkiA: B>~ C:D orazC : D = A: B wykluczaja sie wzajemnie. Niestety, nawet przy tych
zatazeniach o strukturze wiellszi, ktére przyjebmy, taka sprzecz$o nie zachodzi, tj. mzna poda
przyktad struktury wielk&ci 27 i takich wielkasci A,B,C, D, ze

(A:B-C:D)A(C:D>A:B).

W strukturze2J jest spetniony aksjomat Archimedesa, ale nie zachodzi ragggdporzadku z
dodawanien??

59por. Krytyka setek lat wykryta w Ksiedze V niedopowiedizr przede wszystkinze wieksz&t, réwndt i mniej-
sza&t dla stosunkéw wykluczaja sie [...]. Mpa bez wigkszego trudu, pozostajac na grunciélinisiegi V usterki te
usung"[Kulczycki 1973], s. 200. Rzecz w tyrag nie ma zgody, co do tego, co znaczy ,pozostajac na grumg@é Ksiegi
V". Por. takze: ,[W] trzeciej definicji Eudoksos wprowadza pojeciesstoku, w czwartej wyjgnia, co naley rozumie&
przez stosunek dwéch homogenicznych wislkipw piatej definiuje rown& stosunkow, w siodmej — kiedy jeden stosu-
nek jest wiekszy od drugiego, tym sposobienplicite pokazat,ze zbiér stosunkow jest zbiorem liniowo uporzadkowanym
[a completely ordered set]"[Nikdi1974], s. 232.

60[Joyce 1997].

61Dowodzac prawa trychotomii, obok aksjomatu Archimedeswansji (A), Joyce korzysta ze zgodsm dodawania
wielkosci z porzadkiem, a wreszcie popetnia taki btad. Mamy:

(A B(:z:)C: D) < ~(A:B>C:D)A3ImnmA=nBmC#nD]A—(B: A>C:D).

Natomiast zamiagB: A>- C: D), u Joyce'a jestC : D - A: B). Ale z ,samych definicjiie wynika,ze zachodzi(B: A -
C:D) — (C:D > A: B). Mamy bowiem:

3 2>-3:2 2:3 o 2:3).
(3+€:2- ) A ( +e(4) )

62[Blaszczyk 2007].
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W przypadku definicji (3') nie zachodzi nawet sprzecdnmiedzy proporcja a nieréwsoia.
Spojrzmy bowiem na przypadek

(b’)
(A:B:

:C:D)A—(A:B:C: D).
, C:D)A~(A:B;C:D)

(4)

Przyjmijmy, ze wielkdsci 1,v/2,/3 nalega do struktunl = (R, +, <). W tej strukturze spet-
niony jest Aksjomat Archimedesa i w wersji (A), i w wersji (Ezgodn&t porzadku z dodawaniem,
i wszystkie inne zatpenia o strukturze wiell&zi, jakie mana znalez w Ksiedze V. Teraz mamy:

(\/§:1(é;>\/§:1) oraz v/3:1-+2:1

Druga zalencst zachodzi dlategae

-l

. czyli 2-v/3>3-173-1>2-V2

9.2. Wielkdsci wspoétmierne i niewspotmierne. Definicja:

»Those magnitudes are said to be commensurable which arsumeehby the same measure, and
those incommensurable which cannot have any common mé&sure

| cztery twierdzenia
~commensurable magnitudes have to one another the ratichwhimber has to a numbée¥®,

.If two magnitudes have to one another the ratio which a nurhke to a number, then the magnitudes
are commensurablé&®,

Jlncommensurable magnitudes do not have to one anotheatioewhich number has to a numbé&Ff",

,If two magnitudes do not have to one another the ratio whictummber has to a number, then the
magnitudes are incommensurabié".

.IncommensurableAoyog), czyli niewspotmierne, jest czesto ttumaczone jakownimierne”,
gdzie ,niewymiernedznacza liczbe rzeczywista. W kogtédk powyszych przyktadéw pokazuje sie,
ze jest to daleko posunieta nadinterpret&€ja.

Po drugie, i to jest waniejsze. W dowodzie twierdzenia X.5 fakt, A jest taka sama wielokrot-
nosciaC, jak m jest wielokrotncia jedn&ci Euklides przedstawia w formie propor€ji: A::m: 1
stosuje do niej twierdzenia z Ksiegi V. Robert Simson jalenwszy zauwayt, ze Euklides przyjmuje
w tym miejscu definicje proporcji z Ksiegi VII, mianowicie

.Numbers are proportional when the first is the same multipiehe same part, or the same parts, of
the second that the third is of the fourfi?".

63[Euklides], X, def. 1.

64[Euklides], X, tw. 5.

65[Euklides], X, tw. 6.

66[Euklides], X, tw. 7.

87[Euklides], X, tw. 8.

68wedtug Heath’a wiaciwym tlumaczeniemxAoyoc bytoby ,(in)expressible”, a nie ,(ir)rational”. Zob. [H#a1956], I,
s. 525. W tadnskich przektadackhidoyog oddawano jaksurdus a stowo surd oznaczajace specjalne liczby niewymierne
do dzisiaj funkcjonuje w jezyku angielskim. Zob. [Fowle&39R], ss. 241-243 oraz [Claphan, Nicholson 2005], s. 447.

69[Euklides], VII, def. 20. W sprawie pofg,part"i ,partszob. wyej pkt. 5.1.
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Aby wypetnic te ,luke"w wywodzie Euklidesa Simson dowodze wielkdci, ktore sa propor-
cjonalne w sensie definicji VI1.20 sazgroporcjonalne w sensie definicji V.5, mianowicie

If the first be the same multiple of the second, or the samegdat, that the third is of the fourth,
the first is to the second as the third is to the fourth".

w dowodzie Simson przyjmuje wprost sformutowane Zeluie
mA < nA— m< n. Mozna jednak wskazataka strukture wielkici, w ktérej zataenie to nie jest
spetnione,a jednoc&aie jest takze (przy kadej interpretacji definicji V.5)

(A=mC,B=nC)A—(A:B:m:n)."

Odrebnym zagadnieniem jest to, na ile uprawnione jestdveknie liczb naturalnych jako wiel-
koSci i porownywanie stosunkéw liczb ze stosunkami wilkiageometrycznych. W wielu komen-
tarzach czyni sie tak bezadnych zastrzen. Od historykéw matematyki greckiej moa natomiast
dowiedzi€ sig,ze ,Euklides [...] nigdy nie traktuje liczb jako wielkoi".”?

9.3. W odniesieniu do zdefiniowanej w pkt. 9. struktury wasléi 25 mozemy powiedzié, ze na
podstawie definicji (1) mzna rozr@nic tylko takie stosunkA: Bi C: D, ktore wzigte jako liczbyf i
% sa takieze jedna z nich jest standardowa liczba wymierna Iubals'@;t'zeg\ < g < %, dla pewnej
standardowej liczby wymiern@. Nie mazna natomiast odmhic liczb lezacych nieskoczenie blisko
tej samej standardowej liczby wymiernej, ale jednécie wiekszych lub jednocgeie mniejszych
od niej, np.

3+€:2:34€2:2
@

Nie mazna te odr&nic liczb lezacych nieskiczenie blisko standardowej liczby niewymiernej, np.
(\/§—s:2(:1:)\/§ ; 2)/\(\/§+s:2(:1:)\/§ ; 2)A(\/§—812(:11)\/§+S: 2).73
Ostatnie przyktady pokazujge niewtdciwe jest interpretowanie stosunku po prostu jako liczby
rzeczywistej, bo jaka liczba rzeczywista miatobyctstosunek,/3 — € : 2774

Czy ogolniej, zdarza sige stosuneld : B jest interpretowany jako iIorag, a dalej,ze propor-
cja jest rowné@cia stosunkéw-ilorazow. To btedna interpretacja. Rovgsze, w strukturze wiellai
nie jest okrélone dzielenie, po drugie, nawet gdy ma okr&lic dzielenie wielk8ci — tak jak w
rozwazanym przypadku — to proporcja nie jest rovdoi@a stosunkéw-ilorazéw, bo mamy na przyktad

(\/5—8:2(:1:>\/§:Z)A(\/§2—87é§).

"OInformacije te podajemy za komentarzem Hetah'a do twielidzérb. Zob. [Heath 1956], IlI, s. 25. Twierdzenie Sim-
sona cytujemy za [Heath 1956], I, s. 126. Dowod tego twieni znajduje sie w [Heath 1956], II, ss. 126-128.

"170b. [Btaszczyk 2007].

72[Artmann 1991], s. 6. Zob. tale: 51 Zob. take. ,Czesto sie zauvia, ze mimo ogéInéci [teorii proporcji - P.B.]
Euklides wprowadza w Ksiedze VIl specjalne pojecie promalndci liczb (naturalnych) i nie prébuje nawet pogddzi
tych dwdch ranych definicji'[Artmann 1991], s. 6, ,Znamiennge Euklides dwukrotnie rozwija teorie proporcji: w Ksie-
dze V, w odniesieniu do wiell&zi w ogodle, i w Ksiedze VII w odniesieniu do szczegolnegoypadku - liczb. Ten drugi
wyktad, odnoszac sig jedynie do wieBa wspbtmiernych, mze byt po prostu teoria proporcji z okresu zanim zostata ona
rozwinigeta przez Eudoksosa. [...] zupehie naturalnizigie pytanie, dlaczego Euklides nie oszczedzit sofdiefowto-
rzeh i nie potraktowat liczb po prostu jako szczegoélnego prefgpawielkasci i zamiast dowodziraz jeszcze tych samych
twierdzen dla liczb, nie odsyta do odpowiednich ogdlniejszych tain Ksiegi V?"[Heath 1956], 11, s. 113.

73por. ,Pierwszy aksjomat [aksjomat Archimedesa w wersji{B)B.] gwarantujeze dwa rane odcinki nie sa w tym
samym stosunku do ustalonego odcinka jednostkowego"[\M@49], s. 39.

"4por. np. ,Stosunek Eudoksoaab wielkosci archimedesowych orazb i przekr6j DedekinddA, Ap) systemu dodat-
nich liczb wymiernych sa ok&ona liczba rzeczywista"[Nikdi1974], s. 238-239, przy czym ,wielkoi archimedesowe",
to wielkosci spetniajace aksjomat Archimedesa w wers;ji (E), zoikgNc 1974], s. 229.
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9.4. Wiemy juz, ze w zdefiniowanej w pkt. 9. struktur2® jest spetniony aksjomat Archimedesa
w wersji (E). Pokaemy,ze w strukturze tej nie jest spetniony aksjomat Archimedeseersiji (A).”®
Nieche bedzie dodatnia nieskozenie mata. Wéwczas jest22 + €, a jednoczénie dla kadegon
zachodzin- (2+&—2) < 2 orazn- (2+¢€— 2) < 2+ &. Wynik ten nie jest owszem jednoznaczny, bo
(2+e—2) =€ ¢ W, ale tym samym i aksjomat Archimedesa w wersji (A) nie jedhfEznaczny.

9.5. Z aksjomatem Archimedesa wiazane jest twierdzenle Wykorzystywane w Ksiedze XII:

»TWO unequal magnitudes being set out, if from the greaterdtbe subtracted a magnitude greater
than the half, and from that which is left the magnitude gre#ttan its half, and if this process be
repeated continually, there will be left some magnitudeciwhiill be less than lesser magnitude set
out".’¢

Przyjmujac,ze dla wielkéci A, ,a magnitude greater than the half4é, gdzieq jest taka liczba
wymierna,'ze% < q< 1, tow strukturze wielksci zdefiniowanej w pkt. 9. prawdziwe jest twierdzenie
X.1.

9.6. Spojrzmy na zdefiniowana w punkcie 9. strukture vastk z ogdiniejszej perspektywy. W
strukturze? spetniony jest warunek (E), a nie jest spetniony warunek {)Ariele uporzadkowanym
§ = (F,+,-,0,1,<) nie odr&nia sie warunkéw (E) i (A), a warunek Archimedesa jest tafirdo-
wany:

Va,bin[(0<a<b) — na>bJ.

Pokazuije sigze w cieleF aksjomat Archimedesa jestztedwnowany warunkowi: zbiér utamkéw
QF ciataF jest gesty w zbiorz¢F, <), tj.

va,be Fige Qela<b—a<qg<b].”’

Z uwagi na te whasri zachodzi istotna mhica migdzy ciatem liczb rzeczywisty®h= (R, +,-,0,1, <
) a ciatem niestandardowych liczb rzeczywistygh = (R*,+,-,0,1, <): zbior liczb wymiernychQ
jest gesty WR, <), zbiér{g* : g € Q} nie jest gesty ani w zbiorz€R*, <), ani w zbiorze niestandar-
dowych liczb ograniczonychH Podane wyej przykiady eksploatowaly wiaie te ranice.

Pytaniem otwartym pozostaje, czy mma wskaza taka strukture wielkeci 20 = (W, +,<), w
ktérej spetiony jest warunek (A) i w ktérej zachodzgmize miedzy definicjami w wers;ji (1), (3) i

4).

9.7. Przypomnijmyze jedyne zalpenia o strukturze wielldzi 20 = (W, +,<), jakie przyjeli-
Smy to taczné&t i przemiennét dodawania, liniowst porzadku oraz aksjomat Archimedesa w wersji
wprost zapisanej w Elementach, tj. w wersji (E). W komerdalz o strukturze wiell&ci w Elemen-
tachprzyjmuje sie ponadto:

(1) a<xb—b—acW,”®

(2) ac W — ¥ne Nlnac W], 80

75Tak wigc w strukturzey jest(E) A —(A). Por.: ,praktycznie jest ona [definicja V.4 - P.B.] rownawma zasadzie k-
cej u podstaw metody wyczerpywania i znanej jako aksjomahimedesa"[Heath 1981], s. 385, ,Wedtug Archimedesa,
aksjomat ten (doktadnie réwnoze mu zdanie) byt stosowany przez Eudoksosa"[Klein 197 31.

"[Euklides], X, tw. 1.

7770b. [Cohen-Ehrlich 1963], s. 87-88.

7870b. Dodatek

797alozenie to wystepuje u Heath’a m.in. przy transkrypciji definV.15 i V.16 na jezyk algebraiczny. Definicje ,A
conversion of a ratio means taking the antecedent to thessxgewhich the antecedent exceeds the consequent”[Esklide
V, def. 16 — Heath tak obgmia: ,Konwersja stosunku oznacza, np. w miejsce stosunkiido B, brany jest stosunek do
A— B (zaktadajacze A jest wieksze odB)"[Heath 1956], II, s. 135.

80Takie zal@enie o strukturze wiellszi znajduje Dedekind; zob. vigj pkt. 6.5.
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(3) Yne N[a< b« na< nb], &
(4) Vne N[na< mb— n < m].82

Mozna pokazé, ze nie wszystkie wielkéci podane w tabeli w punkcie 6. spetiaja zatoia (3)
i (4).

9.8. Howard Stein i Bob Hale rozwijajac, jak sami przyzajomyst Gottloba Fregeg teoria
liczb rzeczywistych winna kiyoparta na teorii wielk&ci, buduja na gruncie definicji proporcji swoje
teorie wielkdsci®® Przyjmuja przy tym, z wiekszym lub mniejszym respekter fdktow historycz-
nych, swoiste zafzenia. | tak Stein charakteryzuje strukture widlkbnastepujacymi warunkarfit:

(1) dodawanie jest taczne i przemienne,

(2) dla dowolnycha,b € W zachodzi doktadnie jeden ze sktadnikow alternatywy:

dceW[a=b+c]va=bviceWb=a+c|,

(3) a<b—3dceW[b=a+c|,
(4) 3n,me N[ma>bAnb> a8

Bob Hale charakteryzuje strukture wiei@ z wigksza swoboda, mianowicie:
(1) dodawanie jest faczne i przemienne,

(2) dla dowolnycha,b € W zachodzi doktadnie jeden ze sktadnikow alternatywy:

dceW[a=b+c]va=bviceWb=a+c|,

(38) a<b—3ceW[b=a+d|,
(4) Ine N[na> b,
(5) Vab,ceW3geWla:b::c: 8

(6) dla kazdego niepustego i ograniczonego z goéry podzbidru W, istnieje wW kres gorny
zbioru S8’

81Takie zal@enie przyjmuje w swojej edycfilementévwRobert Simson uzupetniajac ,luki"w dowodach twiertl2e5 i
X.6; zob. [Heath 1956], Il, ss. 130-131, 157. Dane biblifigene edycji Simsona podajemy wgj w przypisach, w punkcie
3. Komentarze Simsona sa bardzo czesto przytaczane ljezgh’a. Nawet na tle dzisiejszych komentarzy, kiedy — jak s
sadzi —wszystko jwiemy oElementachuwagi Simson’a sa niezwykle przenikliwe. Dla przykta@imson, na blisko sto
lat przed Hilbertem, sformutowat aksjomaty opisujacedmyic porzadku z dodawaniem wielkoi, podczas gdy po die
dzisiejszy w wiekszgsci komentarzy w ogdle nie zauresie tej kwestii.

82Takie zalaenie stosuje w swoich dowodach twierfizeksiegi VElementéwlerzy Mioduszewski; zob.: .36 a: b
jest (dowolna) proporcja [...]. Mamm- p-a < m-q-b =m-q-a, skadm- p < m- q"[Mioduszewski 1996], s. 64.

8370b. [Hale 2000], [Stein 1990].

845cisle rzecz biorac w ujeciach tych struktura wigdkojest strukturgW,+), a porzadek wielksci jest definiowany:
a<beqgsIc € W[b=a+c]. Jednoczénie o porzadku tym przyjmuje sie — a nie dowodzi, jak naleby oczekiwa —
ze spetnia aksjomat Archimedesa. Dodatkowa trédistanowi toze u Hale’a i Stein’a istotne jest pojecie stosunku. | tak
np. Stein piszeze definicja V.5 ,charakteryzuje stosunki“[Stein 1990]189. Aby rozwiktE te zapetlenia potrzebne jest
odrebne opracowanie. Nalewigc przyj&, ze podana charakterystyka jest interpretacja prac Haftein’a.

8570b. [Stein 1990], ss. 168-169.

86\Warunek ten jest nazywany zakniem o istnieniu czwartej proporcjonalnej i jest wykatsyvany do definiowania
dziatah w zbiorze stosunkow.

8770b. [Hale 2000], ss. 106-108.
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Hale dowodzize jezeli porzadek wielksci jest zupetny (w sensie Dedekinda), to i porzadek w
zbiorze stosunkdWV x W /.. tez jest zupetny, ale nie podaadnej definicji porzadku stosunkéw. A
dalej, twierdzi, z mazna pokaze, ze jezeliW x W/.. orazW’ x W'/.. sa strukturami spetniajacymi
warunki (1)-(6), to sa izomorficzne, taleW x W/.. =W’ x W' /.., tzn. zbior stosunkéw wielkazi z
W jest identyczny ze zbiorem stosunkow wiedkpz\W' .88

Prace neologikow Stein'a i Hale’a sa wzorcowym przykfadeato, jak prébuje sigvymusic
na teorii proporcji podobigstwo do liczb rzeczywistych. Istotny jest tu warunek zgusim doda-
wania wielkdci z porzadkiem wielksci 8 Bez wehodzenia w szczegoty mua powiedzié tyle: O
porzadku liczb rzeczywistych moa pokazé, iz jest to jedyny porzadek zgodny ze struktura algebra-
iczna ciata liczb rzeczywistych, o porzadku wiedkodefiniowanym przez Stein’a i Hale'a nie da sie
tego pokaza. Po drugie, i to jest waniejsze, warunek zgodaoi porzadku z dziataniami wyklucza z
rozwazah niektére wielk&ci ujete w tabeli podanej w punkcie 6.

10.Satakie komentarze, w ktérych proporcja jest opisywaagkiem teorii relacjf® | tak wprost
z definicji ma wynik& zwrotn&t i symetrycznéC proporcji, a na podstawie twierdzenia V.11:

,Ratios which are the same with the same ratio are also the sath one another®l

przyjmuije sie jej przechodnsd. Na tej podstawie przyjmuje sige proporcja jest relacje rownowa
nosci. Czy stusznie? Zgodnie z liteElementowproporcja nie jest relacja zwrotna:

A proportion in three terms is the least possibié".

Tak wiec proporcja nie jest relacja zwrotna nie dlategmjstnieje taka para wielkoi A, B, ze
nie zachodzA : B:: A: B, ale dlategoze na mocy definicji w proporcji musza wystamio najmniej
trzy rézne wielkéci A, B, C.%3

10.1. Zostawiajac na stronie fakty historyczne, sprolyugprawdze, czy istotnie proporcja jest
relacja zwrotng?

Wprowadzajac pojecie struktury wielkoi maemy odra@nic wielkosci A, B rozumiane jako
elementy zbioruW, od wielkdsci A, B rozumianych jako elementy zaych struktur(W,+,<) i
(W,+",<’). Woéwczas wielk§ci A, B, o ile nalea do r@nych struktur, sa wiell&iami r&nego ro-
dzaju.

Przyjmijmy teoriomnogéciowe rozumienie relacji i postawy podstawowe pytanieeljgpropor-
cja jest relacja, to w jakim zbiorz&€2Znajdujemy dwie odpowiedzi:

8870h. [Hale 2000], s. 108.

8970b. ,Zachodzi te wazne twierdzenie: jeelia < b, toa+ ¢ < b+ c"[Stein 1990], s. 167.

90Z0b. ,W twierdzeniu V.11 méwi sig [...]. Zatem proporcjdnest stosunkéw jest przechodnia [...]. Z definicji pro-
porcjonalngci wynika take jej symetryczn&t [...]. Dlatego proporcjonalréa jest relacja typu réwrsei [...]. Wobec tego
wszystkie pary wielksci rozbijaja sie na klasy par proporcjonalnych jedna dayigj, i nowy obiekt wystepuje jako ta
cecha ogolna, ktéra charakteryzuje wszystkie pary wikpewnej klasy'[Baszmakowa 1975], ss. 106-107, ,R&Eno
proporcji jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, co wgmatychmiast z jej ok&enia'[Mioduszewski 1996], s. 64,
,ZWrotno&t i symetrycznéc relacji Eudoksosa wynika w sposéb oczywisty z samej dégifidiezeli zas idzie o przechod-
nio&t, to Euklides przyjmuje trud dowodu [...]"[Stein 1990],169.

91[Euklides], V, tw. 11.

92[Euklides], V, def. 8.

93por. ,Mozna przyj&, ze zwrotnét | symetria wydawaly sie Grekom tak oczywise, nie uwaali za konieczne, aby
to jakas szczegdlnie podkséec"[Nikoli ¢ 1974], s. 232.

9470b. ,Pojecie wielkéci, wedtug Eudoksosa, obejmuje zaréwno liczby, jak i wogtk ciagte: odcinki, pola, objgto-
sci"[Baszmakowa 1975], s. 105, ,Warunek identycaricstosunkow jest tak sformutowarze dopuszczazijeden i ten
sam stosunek nze byt zarazem stosunkiem wielkoi réznego rodzaju [...] takich jak masy i dtuggi"[Hale 2000], s.
107, ,Wezmy pod uwage dwie pary i wielkoi, tego samego rodzaju widej parze, chocaniekoniecznie tego samego
rodzaju w obu parach"[Mioduszewski 1996], s. 63-64zgleai b sa wielk&ciami rodzajuQ[...] i jezeli Q jest gatunkiem
wielkosci, z&ci d pewnymi elementan®’ [...]"[Stein 1990], s. 168.

95Przyjmujemy tunaiwnerozumienie zbioru, w szczegdélaci nie odr@niamy klasy od zbioru.
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(B) proporcja jest :: relacja w zbiorze par wiei@ (A, B),%
(S) proporcja jest :: relacja w zbiorze stosunkw.

Ad (B). Przyjmujacze dany jest zbior wszystkich struktur wiea {(W,+,<¢) : t € T}, dzie-
dzina relacji proporcji :: bytby zbiot )W x W, a para(A,B) moze woéwczas nalet do ré&nych
struktur. Pokaemy nizej, ze przy takiej interpretacji proporcja nie jest relacjaama.

Ad (S). W tej interpretacji przez stosunek wieladA, B rozumienie sie pargA, B)w, gdzie para
(A,B) jest opatrzona indekseWi{, wtedy gdyA, B naleza do strukturyW, +, <).%8 Przyjmujacze
dany jest zbiér wszystkich stosunkéby proporcja miataby by relacje w zbiorze\ x A. Pokaemy
nizej, ze przy takiej interpretacji proporcja nie jest relacjaaina.

Przyjmujac zaproponowane przez nas rozumienie struktigikoSci, proporcje :: mena inter-
pretowd& jako relacje, ale W zbiorze par
{((A/B), (W, +¢,<t)) :t € T}, tj. wtedy, gdy paraA,B) jest indeksowana strukturd\, +, <t)
do ktérej naley, a nie tylko dziedzina tej struktuly, tak jak w przypadku (S).

10.2. Pokaemy terazze zaréwno w interpretacji (B), jak i (S) proporcja nie jeslficja zwrotna.
Niech (R,+,-,0,1,<) bedzie cialem uporzadkowanym w sposob ciagty.zkbp pokazg, ze ciato
(R,®,-,0,1,<), gdzie

adb=(Ya+Vb)’,

a porzadek w obydwu ciatach jest ten sam, jest ciatem @olbi@yanym w sposob ciagty.

Przyjmujemy dwie struktury wiell&ei: 20; = (R, +, <) oraz20; = (R, ®, <). W strukturze
20, jesta®a = 23-a, czy ogolniena=n3-a. Zatem i20; i 2, sa strukturami wielksci archi-
medesowycl? W strukturze20; wyrazeniemA > nB oznacza% > &, gdzie kreska utamkowa jest
rozumiana jako dziatanie odwrotne do nzeaia, z& w strukturzej, wyrazenie to oznaczé > ”Ws
Dla celéw niniejszego przyktadu definicje proporcji pryjjemy w wers;ji (2). Pokeemy,ze

—(2:1::2:1).
( B )

Istotnie, mamy bowiem
—(2: 1@:) 2:1)~dmneN

2,m2_m, 2 m2 m, 2 m2
1" n'1-n 1 n'1” n 1 n'17 n”
Aby to pokaz&, wystarczy przyjam= 2, n= 1. Taki sam wynik otrzymamy, gdy parZg,1)
dodamy indek®R ,, tj. (2,1)g, . Zauwamy przy tym,ze w strukturzedi; wielkoSci 2 i 1 sa wsp6t-
mierne, a w strukturz€0, — niewspotmierne.

11.Jak powiedzieBmy, powszechnie podi§ka sig, czesto czyniac z tego jedna z zalet teorii Eu-
doksosaze wielkdci wystepujace w proporcji muszabparami tego samego rodzaju. Sa jednak i
takie komentarze, w ktérych z uwagi na domniemana atraké§jinterpretaciji pomija sie to zastrze-
zeniel® W tym punkcie pokaemy, ze ignorowanie tego zatenia prowadzi do btedu. Kwestia ta
Zwiazana jest z twierdzeniem o przestawianiu wyrazow vprgi:

9670h. [Baszmakowa 1975], s. 106-107.

9770b. [Stein 1990], ss. 167-169, nfa,: b)o— stosuneka dob w Q", gdzieQ jest rodzajem wielkéci.
9%para(A, B)w to de factopara((A,B),W).

99skadinad wynika to tate z ciagtéci porzadku<.

100 IM]o zna wykaza, ze istnieje stosunek pola kota do pola kwadratu [zbudoware®B.] na jegérednicy (pozostajac
scisle na gruncie zasad Euklidesa)"[Stein 1990], s. 179, ,Veétddeniach samego Euklidesazfiwe jest jednak wygcie
poza granice ciata pitagorejskiego. Ponieyaa przyktad, z proporcp: b= c: d wynika proporcjaa: c=b:d, z twier-
dzenia o proporcjonalrsei k6t do kwadratéw zbudowanych na nigtednic [powinno b§: do kwadratéw zbudowanych na
ich srednicach — P.B.] wynikae mana méwe o stosunku kota do opisanego kwadratu, a jest on réfifiBaszmakowa
1975], s. 122.
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,If four magnitudes be proportional, they will also be proganal alternately,2*

symbolicznie:
A:B:C:D—A:C:B:D.
W dowodzie wystepuje zatone,ze wielkdsci A, B, C, D sa tego samego rodzaju, gdgorow-
nywane sa wielokrotrizi nA, mCoraznB, mD. Czytamy bowiem:

JFor of A, B, let equimultiplesE, F be taken, and of, D other, chance, equimultiples, H. [...]
Therefore, if is in excess of , is also in excess of , if equaliad, if less, less*%?

W komentarzach, w ktérych bagatelizuje sie zaloie o jednorodrizi wielkdsci, wskazuje sie
zwykle dowdd twierdzenia Xll.2, gdzie zmieniane sa wyrgrgporcji, w ktorej wystepuja wiell&xi
réznego rodzaju. Twierdzenie to brzmi:

,Circles are to one another as the squares on their diarét8rs

W dowodzie twierdzenia wystepuje propor&a: S:: Py : P,, gdzieSi S to kota, aPy i P, to
wielokaty. Proporcja ta jest przeksztatcana do pos$ad®, :: S: Py, tak ze po lewej i prawej stronie
proporcji wystepuja stosunki wielkai réznych rodzajéw (przyjmujac podziat wielkoi przedsta-
wiony w punkcie 6.).

11.1. Raz jeszcze pozostawiajac na stronie fakty histoycpokaemy,ze w twierdzeniu o zmia-
nie wyrazow proporcji konieczne jest zakmie,ze wielkdci wystepujace w proporcji sa tego samego
rodzajul®*

Tak jak wyzej przyjmujemy dwie struktury wiellsi: 20; = (R, ,+, <) oraz20, = (R, &, <).
Definicje proporcji przyjmujemy w wersiji (2).

Niech wielkdsci A = /3, B = 1 nalea do struktury20,, a wielkdsci C = 2, D = 1 — do struktury
20,. Jest—(v/2: 1(5 2:1). Istotnie, mana sprawdd, ze w ciele liczb rzeczywistych dla dowolnej

pary liczb naturalnyctim, n) zachodzi:

J2 m V2 m 2 m Y2 m 2 m
(T >R DA =T = E= AT < =<
co oznaczaze (V2 : 1(5 2:1).105
Pokaemy terazze
~(V2:2:1:1).
2
W tym celu wystarczy sprawdzize dla paryn= 3, n= 4 zachodzi:
\3/§ m 1 m3 \/_ m 1 m3 \/i m 1 m3
YOS AN < — Jo I _>_

12. W przyktadach z punktéw 10.2 i 11.1 przyjgtny definicje proporcji w wers;ji (2), ale ta-
kie same wyniki otrzymamy przyjmujac definicje w weréf), czy (4) i dobierajac odpowiednie
podstawienia.

Nie potrafimy rozstrzygrana gruncie filologiczno-historycznym, ktéra wersja definv.5 jest
wihasciwa. Przyjmujemyze badania samego tekdflementéwnie daja jednoznacznej odpowiedzi.

10 Euklides], V, tw. 16.

10Euklides], V, tw. 16.

103[Euklides], XII, tw. 2. SymbolicznieS; : S :: d? : d3, gdzieS; jest kotem osrednicyd;, S, jest kotem dsrednicydy,
d? jest kwadratem o bokdy, d3 jest kwadratem o bokdp.

104por, "J&lia: b=c:d, toa: c=b: d'[Mioduszewski 1996], s. 66. Twierdzenie to podane jestwattem.

105pgr, Jélia:b=c:b, toa=c'[Mioduszewski 1996], s. 66.
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Pewne wskazowki nmna natomiast otrzyngabiorac pod uwage twierdzenia Ksiegi V. Wezmy dla
przyktadu jedno z waniejszych:

,Of unequal magnitudes, the greater has to the same a gra#tethan the less has; and the same
has to the less a greater ratio than it has to the gretter".

W pkt. 6 rozwaalismy strukturgR ., , +, <). Sa w niej spetnione wszystkie zaknia o strukturze
wielkosci, jakie mana znalez w dowodach twierdzaeKsiegi V. W strukturze tej mamy

(V3> \/E)A(\e/é:l(é;)\/ﬁ:l),

co — jak mana by sadz — poddaje w watpliwgt poprawn&t transkrypcji definicji proporcji w
wersji (3‘). Tym niemniej rzecz wcale nie jest oczywista i ostateczoiestrzygniecie zaky od
przyjetego celu: czy jest nim interpretacja historycanégkstu, czy teoria proporcji. Przyjmijmy,
Ze interesuje nas teoria proporcji.

We wspotczesnej geometrii przez teorie proporcji rozusigteorie figur podobnych, a wiec
zawart&e Ksiegi V1. Za podstawowe twierdzenie teorii figur podobhyuznawane jest twierdzenie
odpowiadajace twierdzeniu V1.2

.If a straight line is drawn parallel to one of the sides, tlitezuts the sides of the triangle proportio-
nally; and if the sides of the triangle are cut proportioyathen the line joining the points of section
is parallel to the remaining side of the trianglé€”.

12.1. Trzeci rozdzialGrundlagen der GeometriBavida Hilberta nosi tytufTeoria proporcji
Gtéwne twierdzenie tego rozdziatu to:

~Twierdzenie 42. Jeeli dwie rownolegte wyznaczaja na ramionach kata odcikb oraza’, b/,
wowczas zachodzi proporci b= & : b/".108

Spojrzmy na sama definicje proporciji:

Jezelia, b, &, b sa czterema odcinkami, to niech proporajab = & : b/éznacza nic innego, jak
réownast odcinkowab' = ba". 199

Wczesniej Hilbert oczywscie zdefiniowat iloczyrab, mianowicie:

+Aby zdefiniowa& geometrycznie iloczyn odcinkaprzez odcinelb wykorzystamy nastepujaca kon-
strukcje: Wybieramy odcinek, ktéry pozostaje ustalonyokut dyskusji i oznaczamy go przez 1.
Teraz, na jednym z bokéw tréjkata prostokatnego odkiadachwierzchotkaO [wierzchotek przy
kacie prostym — P.B.] odcinki 1. Nastepnie na drugim boku [drugiej przyprostokatnej B.]P.
odktadamy odcinela. Kohce odcinkéw 1 oraa taczymy linia i prowadzimy prosta réwnolegta do
niej przechodzaca przez koniec odcinkaWyznaczy ona na drugim boku odcinekOdcinek ten
nazywamy iloczynem odcinkaprzez odcinelo i oznaczamyc = ab'.*10

Opisana konstrukcja znana jest ze szkolnego kursu matemRigznica polega jednak na tym,
ze w szkole jest ona uzasadniona twierdzeniem Talesa, imbmHilberta konstrukcja ta prowadzi
do twierdzenia Talesa, a jest oparta na twierdzeniu Pascala

108[Euklides], V, tw. 8. SymbolicznieA >C — A:B > C:BorazA>C —B:C > B:A.
107Euklides], VI, tw. 2.

108Hilbert 1930], s. 65.

109 Hilbert 1930], s. 64.

119Hilbert 1930], s. 60-61.
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~Twierdzenie 40 (twierdzenie Pascala): Niech punktyB, C orazA', B', C’ leza na przecinajacych
sie liniach i beda ne od punktu przeciecia.zZili CB' jest rownolegta d®C' i CA jest réwnolegta
doAC/, to jest rownolegta do *1*

Dowodzac tego twierdzenia Hilbert definiuje ,symhmd": gdy c jest przeciwprostokatna troj-
kata prostokatnegay — katem utworzonym przee i przyprostokatnaa, to przyprostokatna jest
jednoznacznie wyznaczona przez lmdraz kata;

W skrécie,a = ac, takze kiedy tylkoc jest danym odcinkiem & danym katem ostrym, to symbol
ac zawsze oznacza okseny odcinek'!?

Hilbert zdefiniowat wigc nie tylko iloczyn odcinkéw, alekize iloczyn kata ostrego i odcinka.
Lecz co waniejsze, jak pisze we wprowadzeniu do teorii proporcji:

LW tym i w nastepnym rozdziale przyjmujemy aksjomaty ptaszny wszystkich grup z wyjat-
kiem aksjomatu ciagkri, tj. Aksjomaty I, 1-3 [Aksjomaty Incydencji — P.B.], arél-IV [Aksjomaty
Porzadku, Przystawania i Aksjomat Réwnolegtych — P.B.]JtyW rozdziale, stosujac wgj wspo-
mniane aksjomaty chcemy ustanéviiuklidesa teorie proporciji, tj. na ptaszczyznie i niezaie od
Aksjomatu Archimedesa1?

12.2 W czwartym rozdziale, wtaczajac do roza@a aksjomat Archimedesa, ale wzibez aksjo-
matu ciagtéci, Hilbert rozwija teorie pdl figur ptaskich. Twierdzertuklidesa VI.1

,Triangles and parallelograms which are under the samenhharg to one another as their bas€s$",
odnajdujemy w definicji pola trojkata:

,Definicja. Jeeli w tréjkacie ABC, o bokacha, b, c sa wystawione dwie wysokai h, = AD oraz

hy, = BE, to z podobiéstwa trojkatowBCE i ACD, na podstawie twierdzenia 41, wynika proporcja
a:hy,=b: hy, tj. ahy = bh,. Stad w kadym tréjkacie iloczyn podstawy przez odpowiednia wyasgk
nie zaley od boku, ktéry jest wybrany jako podstawa. [.1}°.

Wobec wskazanej niezaedsci Hilbert przyjmuje ze pole tréjkata to potowa odcinka, ktéry jest
iloczynem podstawy i odpowiedniej wysd.
Podajmy jeszcze, k woli uzupetnienia, definicje podabteva trojkatdw:

,Dwa trojkaty sa podobne, gdy odpowiednie katy sa prajpse'11®
i twierdzenie 41:

Jezelia, bia, b sa odpowiednimi bokami dwdch tréjkatéw [podobnych - P.B zachodzi pro-
porcjaa:b=a : b1’

12.3. WSuplemencie JIzamieszczonym w dziesiatym wydar@@rundlagenHilbert przedstawia
jeszcze jedna, ,prostsza-- jak pisze — teorie propoRjzyjmujac,ze a, b sa przyprostokatnymi
tréjkata prostokatnega, : b to, ex definitionekat tego tréjkata leacy naprzeciwko boka. Proporcja

11 Hilbert 1930], s. 54. Twierdzenie jest opatrzone rysunkigdzie na jednym ramieniu katazke kolejno, liczac od
wierzchotka, punktyd’, B', C’, a na drugim — punktZ, B, A.

11 Hilbert 1930], s. 54.

13Hilbert 1930], s. 53-54.

U4 Euklides], VI, tw. 1.

115Hilbert 1930], s. 75.

118Hilbert 1930], s. 64.

1M Hilbert 1930], s. 64. Twierdzenie to odnajdujemyBlementactw definicji podobi@stwa: ,Similar rectilinear figures
are such as have their angles severally equal and the sidesthb equal angles proportional[Euklides], VI, def. 1.
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jest wéwczas zdefiniowana jak nastepuje:
a:b=c:d<g;a=y,

gdziea jest katem lgacym naprzeciwko boka, zas y— katem legacy naprzeciwko bokaw tréjkacie
prostokatnym o przyprostokatnych b.11® Odpowiednikami twierdz@z Ksiegi V, kolejno V.9, V.16,
V.23, sa twierdzenia:

a:b=a:c—b=c,

a:b=c:d—a:c=b:d,
(a:b=b:a Ab:c=c:b)—a:c=c:d.

Sa one dowodzone w oparciu o odpowiednie twierdzenia gagoz@e i, inaczej 13 to jest u
Euklidesa, bez pojecia nieréwse stosunkow.
Dalej Hilbert pisze:

.Pozostaje teraz udowodnpodstawowe twierdzenie teorii proporcjizéti dwie proste rownolegte
na jednym boku kata wyznaczaja odciri @, z& na drugimb, b/, wéwczas zachodzi proporcja
a:ad =b:p"te

Reasumujac: Przedione przez Hilberta teorie proporcji maja odpowiadaierdzeniom, jakie
znajdujemy w Ksiedze VI. Sa one oparte na aksjomatach gaamv tym sensie nie maja nic wspol-
nego z definicja proporcji i twierdzeniami Ksiegi V. W tyrakresie, w jakim traktuja o proporcjach
odcinkéw sa one niezatae od aksjomatu ciagdoi oraz Aksjomatu Archimedesa (w wers;ji (A)), na-
tomiast w teorii pél figur ptaskich, teoria Hilberta jest va@na niezalenie od aksjomatu ciaghai.

W teorii ,prostszejzdefiniowany jest stosunek, a propmjept rowngcia stosunkow. W teorii przed-
stawionej w trzecim rozdzial&rundlagen w ogéle nie jest zdefiniowany stosunek, tym niemniej w
obydwu przypadkach Hilbert dowodzi twierdzenie Tal&®a.

12.4. WPodstawach geometri{arola Borsuka i Wandy Szmielew, w rozdzigBeometria Eu-
klidesaznajdujemy trzy twierdzenia wprost nawiazujaceElementowtwierdzenie o sumie katéw
trojkata, twierdzenie Talesa i twierdzenie Pitagorasdeiidzenie Talesa jest tak sformutowane:

.Dane sa dwie prostK i L przecinajace sie w pewnym punkgqig oraz dwie proste rownolegid; i
M nie przechodzace przez purpgi przecinajace odpowiednio prodtaw punktacha; i ap, a prosta
L w punktachby i by. Wowczas

P(po,a1)  p(po,b1)  p(ag,br) , 11

- - )

P(Po,a2)  P(Po,b1)  p(abe)

gdziep(po,as1) to dlugdst odcinkapoa; .

Miedzy tym twierdzeniem a twierdzeniem VI.2 zachodzi riealpa ré&nica: twierdzenie Eukli-
desa orzeka o proporcji odcinkéw, u Borsuka i Szmielew tidenie Talesa orzeka o ilorazach dtu-
gosci odcinkoéw, czyli o ilorazach odpowiednich liczb rzecagtych.

W wyktadzie Borsuka i Szmielew liczby rzeczywiste wystgpjuiz w samej definicji podobie
stwa:

11870b. [Hilbert 1980], ss. 203-206.

119 Hilbert 1980], s. 204.

120por. 7 niego [twierdzenie VI.1 — P.B.] wywodzi sie twierlzie Talesa, ktére we wszystkich wspétczesnych wy-
ktadach gra role fundamentu i jest uzasadnione w oparcitzgimpowana w tych wyktadach definicje rowsm stosun-
kow"[Kulczycki 1973], s. 265.

125IBorsuk, Szmielew 1972], s. 216. Dokfadniej, pod nazwaetdzenie Talesa wystepuije takie twierdzenie: ,Dowolne
rzutowanie réwnolegté prostejK na prostd. jest podobiéstwem*[Borsuk, Szmielew 1972], s. 21652wierdzenie, ktére
cytujemy jako twierdzenie Talesa jest podane bez nazwy\vakosek z twierdzenia Talesa.
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.Przeksztatcenief figury F; na figureF, nazywamy podobigstwem j&li istnieje statah taka, ze
p(f(p), f(q)) =A-p(p,q), dla dowolnych dwdch punktow, g € Fy [...]". 122

To, co u Hilberta jest definicja podolsistwa trojkatow wPodstawach geometrjest twierdze-
niem:

.Dane sa dwa trojkaty b;c; i aphoco. JeSli Lag = Lay, Lby = Zby i Lep = £y, 1o tréjkatabicy
jest podobny do tréjkatasb,c; [...]". 123

Teoria podobiastwa przedstawiona Wodstawach geometriiv odré&nieniu od teorii Hilberta,
obejmuje nie tylko odcinki i wielokaty, ale tak katy. Czytamy:

,Dla dowolnego podobiestwa f i dla dowolnego kat#B

f(A)f(B) =AB".1%

Jest to maliwe dzigki temuze w wyktadzie Borsuka i Szmielew twierdzenie o istnieniwami
dowodzone jest i dla odcinkéw, i dla katéw. W ten sposéb tdédeniu Euklidesa

»In any triangle, if one of the sides is produced, then theegat angle equals the sum of the two
interior and opposite angles, and the sum of the three amtarigles of the triangle equals two right
angles?®

w Podstawach geometridpowiada twierdzenie:
W kazdym tréjkacie suma rozwargoi katow jest rownar",%°

gdzie rozwart&€ kata to miara kata (a wiec pewna liczba rzeczywistaj,ta liczba rzeczywista, a
nie kat pétpetny.

Dowodzac twierdzenia o istnieniu miary katéw Karol Bdtsuwanda Szmielew ustanawiaja
podstawy trygonometrii, gdzie poréwnywane sa nie oddikRty, ale miary katéw i miary odcinkéw.
W konsekwencji, w euklidesowej przestrzeni wektorowsjrka jest jiz figura geometryczna, alex
definitione liczba rzeczywista:

Przez kat miedzy wektorami a i b rozumiemy taka liczbe rzeczywista
9 €[0,m), ze
al®+|b>—Ja=b*, 15,

cosd =
2/a||b|

12.5. Zrazu wydaje sige Euklidesa teoria proporcjizdraktuje o katach. Zobaczmy:

»LAngles in equal circles have the same ratio as circumfexgran which they stand whether they
stand at centres or at the circumference$".

Jednak w przypadku katéw jedno z za¢h Ksiegi V, mianowicieA € W — nAc W staje sie
problematyczne, bo jak rozundiep. 5, gdy A jest katem prostym?®

122Borsuk, Szmielew 1972], s. 164.

123Borsuk, Szmielew 1972], s. 217.

124Borsuk, Szmielew 1972, s. 166.

125Euklides], I, tw. 32.

128Borsuk, Szmielew 1972], s. 211.

127sieklucki 1978], s. 64], przy czyrfal, to dlugdt wektoraa.

128 Eyklides], VI, tw. 33.

1297 dowodu twierdzenia VI1.33 wynikae suma katévrodkowych ustalonego kota to kat, ktory powstaje przegipr
zenie jednego kata do drugiego, ale wtedy bedaie-5A.
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W Podstawach geomettiwestia ta jest jasno postawiona:

»W przeciwiehstwie jednak do odcinkéw swobodnych dodawanie katéw sdnfch nie zawsze jest
wykonalne"130

Borsuk i Szmielew prowadza swoj wyktad geometrii na grengszystkich aksjomatéw, a wiec i
aksjomatu ciagisci. Stad odcinki swobodne spetniaja Aksjomat Archinsad@v wersji (A)). Praw-
dziwe jest te twierdzenie odpowiadajace krokowi dowodowemu, o ktépisalismy w punkcie 5.,
mianowicie:

~Jezeli odcinek swobodng jest mniejszy od odcinka swobodnegao istnieje taka liczba naturalna
n, zena<b, ale(n+1)a> b". 131

Dla katéw jednak odpowiednie twierdzenie nie zachodzimyldoowiem

~Jezeli kat swobodnyJ jest mniejszy od kata swobodneBpto dla pewnej liczby naturalngjistnieje
iloczynnU i oraznU < B jesli istnieje iloczyn(n+ 1)U, to (n+ 1)U > B ".132

Z uwagi na zastrzeenie ,jeli istnieje iloczyn(n+ 1)U", aksjomat Archimedesa ani w wersji (E),
ani w wers;ji (A) nie jest spetniony w odniesieniu do katowtego punktu widzenia zachodzi istotna
miedzy teoria podobiestwa odcinkéw i katéw.

12.6. Spdjrzmy teraz na zaenia o strukturze wiell&ei 20 = (W, +, <), jakie mana znalez w
dowodach twierdz® Ksiegi V. A znajdujemy takie oto:

(0) Ac W — nAeW,133
(1) YAVN3B[nB= A},134

(2) A>C—JEeMC+E =A%

(3) ~(A:B::C:DAA:B~C:D)36

(4) ~(A:B~C:DAC:D~A:B)*7
(5) A>C—A+B>C+B®

(6) VA,B,C € MIX € M[A:B::C: X].13

O zataeniu (1) wiadomoze przyjmujac metody konstrukcji zaktadane w geometriklEiesa,
nie istnieje takieB, aby B byto réwne katowi tréjkata rownobocznego. Z uwagi naziw Eudoksosa
teoria proporcji ma obejmoviatakze katy, réwnie watpliwe jest zatenie (0), bo przede wszystkim
nie wiadomo jak rozumiesume katéw. A wreszcie nie wiadomo, czy ma tak zdefiniow@asume
katéw, aby dodawanie byto zgodne z porzadkiem, tj. viapiest zataenie (5).

13Borsuk, Szmielew 1972], s. 112.

131Borsuk, Szmielew 1972], s. 144. Odudienie odcinek — odcinek swobodny, a pézniej kat — kaitswdny, nie ma w
tym kontelscie znaczenia.

132Borsuk, Szmielew 1972], s. 145.

13370b. [Euklides], V,passim

13470b. [Euklides], V, tw. 5.

13570b. [Euklides], V, tw. 8.

13670b. [Euklides], V, tw. 9.

13770b. [Euklides], V, tw. 10.

13870bh. [Euklides], V, tw. 12, 25.

13970b. [Euklides], V, tw. 18.
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O ile wiec pozostajemy na ptaszczyznie filologiczno4nigtznej fakt,ze definicja(3') stoi w
sprzecznsci z twierdzeniem V.8 wcale nie musi®yozstrzygajacy. Pozostajac&zaa ptaszczyznie
matematycznej z cata pewsma maemy powiedzié, ze wspoétczesne teorie proporcji, bynaze
ze wzgledu na wskazane watplism, nie majazadnego zwiazku z definicja V.5. Pewne jest, tee
teoria liczb rzeczywistych nie jest teoria proporcji wslgjszym rozumienid?® Pozostaje jeszcze
kwestia ewentualnego zwiazku teorii liczb rzeczywistycteoria proporcji Eudoksosa, tj. z Ksiega
V. Zwolennikéw tezy ,0 zgodngci miedzy Euklidesa definicja réowaa stosunkow i wspoétczesna
teoria liczb niewymiernych pochodzaca od Dedekindaemoy teraz spyfa do ktérej wersji definicji
rownasci stosunkéw odnosi sie ich teza? W innym miejscu pekay, ze teza ta jest falszywa bez
wzgledu na to, ktora wersja definicji V.5 zostanie przyjgt

140por.  Teoria Dedekinda jest rozszerzeniem teorii promorajnéci Eudoksosa — Dedekind dodat np. zasade ciagto-
sci"[Murawski 2002], s. 49, przypis 6. Por. tak,Ciekawe ze juz po rozwinigciu sig analizy matematycznej, pojecie-pro
porcji jest bardziej podobne do ujecia arytmetycznegaguitejczykéw ri do ujecia geometrycznego Eudoksosa. Nawet
gdy stosunek nie daje sie wyragako iloraz dwoch liczb catkowitych, obecnie podstawiaral jedna liczbe i jeden sym-
bol, jak Tt czy €'[Boyer 1964], s. 55. Faktem jednak jesg ani w teorii liczb rzeczywistych, ani w analizie matencatyej
w ogdle nie wystepuje ani pojecie stosunku, ani pojecpercji.

14170b. [Btaszczyk 2007].
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Dodatek

1. Niech?®R = (R, +,-,0,1, <) bedzie ciatem uporzadkowanym w sposob cid@hNiech F bedzie
ultrafiltrem na zbiorzeN zawierajacym filtr Frecheta

{AC N:N\Ajest zbiorem skibczonynt.
W zbiorzeRY definiujemy relacje
(an) = (bn) —qs {neN:a,=by} €F.

Pokazuije sieze = jest relacja rbwnowanasci.
Niech R* oznacza zbidr ilorazowR" /—, niechN* oznacza zbior ilorazowN"'/—, niechQ*
oznacza zbior ilorazow@" /.

W zbiorzeR* definiujemy dziatania oraz porzadek:
[(@)] +F [(bn)] =at [(@a+Dbn)],  [(@n)]-F [(bn)] =dt [(@n-bn)],

[(@an)] <r [(bn)] «qf {nEN:a, <b,} €F.

Gdyr € R, to r* oznacza klase rownowadsci ciagu stategdr,r,r,...), tj. r* = [(r,r,r,...)].
Pokazuije sieze
m* = (R*7+F,'Fao*al*a<|:)

jest ciatem uporzadkowanym; ciato to nazywamy ciatemtaiegardowych liczb rzeczywistych.

2. Wartcst bezwzgledna WR* definiujemy tak, jak w dowolnym ciele uporzadkowanym:

’a’ . a, dlaaZF 0*’
- | —a, dlaa<g 0.
Zbior
O={xeR*:30c R[] < 6]}
nazywamy zbiorem liczb ograniczonych.
Zbior
Q={ecR":V0c R,[lg| <r 6]}

nazywamy zbiorem nieskaezenie matych.

Przyktady nieskaczenie malyche = ()] =[(1.3.3,...). 2= [(Z)] =[(1, %.%,-.-)]- Ogol-

n

nie: gdy(an) C Ri rI1imman =0, to[(an)] € Q. Istotnie, dla dowolneg6 € R, istnieje takieny, ze dla
n> ng jest|ay| < 6. Stad wynikaze

{neN:|ay| <8} D{neN:n>np} €F,

i ostateczniglne N : |a,| < 0} € F.
Pokazuije sieze zachodzi twierdzenie:

Vae Odlr e Rla~xr*].

Liczber* wystepujaca w tezie tego twierdzenia nazywa sigcggstandardowa liczkeyi oznacza
st(a).

1420pracowane na podstawie: [Cagpki, Cutland 1995], [Goldblatt 1998], [Lindstrgm 1988].

144



Piotr Btaszyczyk: O definicji 5 z Ksiegi V Elementéw Euldale

3. Mozna pokazg, ze ({r* : r € R}, +f,r,0%, 1%, <f), gdzie porzadekr jest odpowiednio za-
wezony, jest cialem izomorficznym z ciatem liczb rzeczywistyd. Mozna pokazé, ze ({g* : q €
Q},+F,F,0%, 1% <g), gdzie porzadek<r jest odpowiednio zav&dny, jest ciatem izomorficznym
z ciatem liczb wymiernychQ = (Q,+,-,0,1,<). Na tej podstawie przyjmujemye R orazQ sa
podciatami ciataR*. Zwrot ,standardowa liczba rzeczywistadznacza wéwczameht ciataR, a
,standardowa liczba wymierna- element cialaPrzyjmujac te konwencje twierdzenie o ézestan-
dardowej tak zapiszemy:

Vae O3lr e Rla~r].
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