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Abstract

In the paper the concept of complements in the fuzzy envi-
ronment is presented. The complements are considered in
two variants; the complement to the universum and the
complement with respect to the argument. The definitions
of both form of complements are given. The basic proper-
ties of the complements with respect to the argument, rare-
ly noted in the literature, are presented. The simple inter-
pretation of the complement with respect to the argument
in the modeling of linguistic variables and their antonyms
has been proposed.

1. Wstep

W ostatnich latach coraz czesciej w roznych dziedzinach wiedzy pojawia sie
pojecie zbioru rozmytego oraz logiki rozmytej. Wigze sie to na pewno z po-
stepujaca komputeryzacja i konieczno$cia przetwarzania jezyka naturalne-
go na jezyk rozumiany przez maszyny. Jeszcze niedawno wiele dziedzin
zdawalo sie by¢ nie do opanowania przez automatyczne sposoby przetwa-
rzania danych. Obecnie sytuacja ta ulega zmianie. Jest to czeSciowo zastu-
g3 wprowadzenia nowych pojec¢ i technik. Jedna z nich jest reprezentacja
danych za pomoca zbiorow rozmytych i przeprowadzanie wnioskowania
opartego na logice rozmytej. W dziedzinach tych potrzebne jest pojecie
dopelhienia (nazywanego takze negacja) zbioru rozmytego. Wyr6zniane sa
tu dwa jego rodzaje: dopelnienie wzgledem innego zbioru (zazwyczaj
wzgledem przestrzeni, w ktorej okreslony jest zbior rozmyty) i dopelnienie
wzgledem argumentu. W ponizszym artykule przedstawione zostanie pew-
ne uogolnienie drugiego z nich. Zaproponowana takze zostanie jego inter-
pretacja.
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Aby w pelni rozumieé ponizszy tekst konieczna jest znajomo$¢é pewnych
pojec¢ z zakresu teorii zbioréw rozmytych. Najwazniejsze podane sa w defi-
nicjach, inne w przypisach. Sposob ten pozwala na wygodne zapoznanie sie
z uzytymi terminami bez poszukiwania w literaturze, pozwalajac jednocze-
$nie, znajacemu je czytelnikowi, na ich ominiecie.
Definicja 1. Zbiorem rozmytym A okre§lonym w przestrzeni X nazy-
wamy zbior
A={(x (X)) : x0X },

gdzie ta: X - [0,1] jest tzw. funkcja przynaleznos$ci zbioru rozmytego A.

Warto$¢ a(x) funkeji przynaleznosci jest interpretowana jako stopien z
jakim element x nalezy do zbioru A, przy czym warto$¢ o odpowiada cal-
kowitej nieprzynaleznosci, a 1 pelnej przynalezno$ci elementu do zbioru.

2. Typy dopelien zbioru rozmytego i ich wla-
snosci

Na zbiorach rozmytych wykonuje sie dzialania analogiczne do dzialan na
zbiorach klasycznych. Jednym z tych dzialan jest dopelnienie zbioru.

Definicja 2. Dopetnieniem A’ zbioru rozmytego A (do przestrzeni X) nazy-
wamy zbior rozmyty o funkcji przynaleznosSci  pa(x) = 1 — pa(x).

Uzyta powyzej formula wprowadzona zostala przez prekursora teorii zbio-
row rozmytych Lotfi A. Zadeha. Nie jest to jednakze jedyny mozliwy spo-
sob wyznaczenia dopelnienia zbioru rozmytego. Najogolniej dopelnienie
zwigzane jest z pojeciem negacji (w sensie logiki wielowartos$ciowe;j) dlate-
go bywa nazywane negacja zbioru rozmytego. Dopelienie w sposéb ogolny
okreslane jest nastepujaco: element x nalezy do dopeknienia zbioru A gdy
nie nalezy do zbioru A (lub element nalezy do dopekienia zbioru A w ta-
kim stopniu w jakim nie nalezy on do A). Wystepuje tu negacja zdania
~element x nalezy do A”.

Warto$¢ logiczna negacji zdania wyznaczona jest przez funkcje negacji
N:[o0,1] > [0,1] spelniajaca warunki

1) N(o)=1, N(1)=o0,
2) Ua,b0[0,1]] a<b = N(a) = N(b).

Jezeli przy tym funkcja N jest ciaggla i $cisle malejaca to nazywamy ja
negacjq scistq.

Jezeli Scisla negacja jest inwolutywna tzn. zachodzi N(N(a)) = a to
negacje nazywamy negacjq silng.

Poniewaz warunki powyzsze nie pozwalaja na jednoznaczne podanie
postaci funkcji N spotyka sie rozne jej typy.

NajczeSciej uzywana jest negacja okreslona formula N(a) = 1—a, nazy-
wana negacjq Lukasiewicza. Jest to negacja silna.
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Przy zastosowaniu dowolnej negacji N mozemy otrzymac uogolniong defi-
nicje dopelienia zbioru rozmytego.

Definicja 3. Dopetnieniem A’ zbioru rozmytego A (do przestrzeni X) nazy-
wamy zbior rozmyty o funkeji przynaleznosci pa(x) = N(ua(x)), gdzie N
jest dowolng negacja.

W literaturze przedmiotu wyrdzniane s negacje parametryczne i niepara-
metryczne, z tym, ze te drugie mozna uznaé za parametryczne przy ustalo-
nej warto$ci parametru. Podstawowymi negacjami parametrycznymi sa
negacje Sugeno i Yagera (zob.np. Lachwa 2001).

Definicja 4. Negacjq typu Sugeno (lub A-dopetnieniem) nazywamy funkcje
N, :[0,1] -»[0,1] okreSlong formula
1-a
Njy(a) = s
@) 1+ 74
gdzie A > —1 jest parametrem okreslajacym ,moc negacji”.

Negacja Sugeno jest negacja silna.

Mozna wyrdzni¢ przypadki szczegdlne

a) dla A =0 ; A-dopelnienie jest klasyczna negacja Lukasiewicza,

b) dla A - -1+ funkcja graniczng jest tzw. negacja minimalna (negacja
drastyczna typu I)

1l gdyaz1
N(a)—{o gdya =7

¢) dla A - funkcja graniczna jest tzw. negacja maksymalna (negacja
drastyczna typu II)

0 gdyaz 0
N(a)_{l gdya =0’

Zauwazmy, ze negacje drastyczne nie sg Scisle ani silne.

Innym rodzajem negacji parametrycznej jest negacja Yagera (p-
dopeknienie).

Definicja 5. Negacjq typu Yagera (lub p-dopetnieniem) nazywamy funkcje
Nj :[0,1] - [0,1] postaci

1

p

Npy(a)= (1-aP)P, gdzie p>o.

Negacja Yagera jest negacja silna.

W szczeg6lnych przypadkach mamy

a) dla p = 1; p-dopelnienie jest klasyczna negacja Lukasiewicza,
b) dla p - o funkcja graniczng jest negacja minimalna,

c¢) dlap - o+ funkcja graniczng jest negacja maksymalna.
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Drugim typem dopelnienia zbioru rozmytego jest dopelienie wzgledem
argumentu. Pojecie to wprowadza sie dla zbioru rozmytego okreslonego w
podzbiorze przestrzeni liczb rzeczywistych.

Definicja 6. Dopetnieniem wzgledem argumentu zbioru rozmytego A
okreslonego w przestrzeni [0,1] nazywamy zbior rozmyty - A okreslony
przez funkcje przynaleznosci

Haa(x) = pa(1—x).

Powyzsze okreSlenie, wykorzystujace negacje Lukasiewicza, mozna uogol-
ni¢ wprowadzajac dowolna negacje N.

Definicja 7. Dopeinieniem wzgledem argumentu zbioru rozmytego A okre-
Slonego na przestrzeni [0,1] nazywamy zbidér rozmyty —A okreSlony przez
funkcje przynaleznosci

Hoa(x) = a(N ()
Przy tej definicji spelnione sa wlasnosci W1)- W7).

W1) Dla dowolnego zbioru rozmytego A i negacji inwolutywnej N zachodzi
-(=A) = A.
Uzasadnienie: (-a)(x) = (La(N(0) = tu(N(N(X))) = pa(20).

W2) Dla dowolnego zbioru rozmytego A i dowolnej negacji N zachodzi
Ay =-(A)

Uzasadnienie: i-ay(x) = N(1-4(x)) = N(ta(N(x))) =pa(N(x)) =£La)().
W3) Dla dowolnego zbioru rozmytego A i negacji ciaglej N zachodzi
hgt(A) = hgt(-=A). !

Uzasadnienie: hgt(=A) = suppa(x) = supua (N(x)) = sup pa(N(x)) =

XOX XOX N (x)OX
hgt(A).
Whniosek z W3) Zbior A jest normalny 2 wtedy i tylko wtedy gdy zbiéor -A
(przy negacji cigglej) jest normalny.
W4) Dla dowolnego zbioru rozmytego A i dowolnej negacji N

jezeli OxOX pa(x)=c=const. to OxOX ta(x)=c.
WhniosekzW4)A=0 < -A=0 oraz A=F = -A=F, gdzieliFsa
zbiorami rozmytymi (nazywanymi pustym i pelnym) okres§lonymi odpo-
wiednio przez stale funkcje przynaleznosci 1(x) =0 oraz u-(x) =1.
W5) Dla dowolnych zbioréw rozmytych A i B i ciaglej negacji N zachodzi
AOB < -A-B.3

1 Liczbe hgt(A) = SUPa(x) nazywamy wysokosciq zbioru rozmytego A.

xOX
2 Zbioér rozmyty A nazywamy normalnym gdy hgt(A) = 1.
3 Symbol O oznacza zawieranie sie zbiordw rozmytych. Zbiér rozmyty A zawiera sie w
zbiorze rozmytym B gdy Ox[0X : ma(x) < ps(x).
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Uzasadnienie: A OB - OyOX: wu(y) < us(y).

Biorac y= N(x) otrzymujemy

ONG)OX : a(N(0) < ts(N(x)) =~

=" OxOX : tia(N(x)) < us(N(x)) = =A O=B.
Rownowaznos$¢ oznaczona * wymaga cigglos$ci negacji N.

Wniosek z W5) Dla dowolnych zbioréw rozmytych A i B i ciaglej negacji N
jest
A=B < -A=-B.4

W6) Zbidr A jest wypukly 5 wtedy i tylko wtedy gdy zbiér —A jest wypukly.

Uzasadnienie (=): A jest wypukly zatem
Ha(Ax; +(1-A)x2) 2 min{ pa(x:) , palxz) }.
Przyjmijmy, ze x:< x- .
Z nieréwnosci min{ xi, x» } < Ax; +(1-A)x> < max{ x1, X2 }, przy x:< x»
mamy x; £ Ax; +(1-A)xe < xo.
Z wlasnosci negacji jest N(x;) = N(Ax; +(1-A)x2 ) = N(x2).
Poniewaz N(Ax; +(1-A)x. ) jest punktem pos$rednim miedzy N(x;) i
N(x2) ,azbior A jest wypukly to
Ha( N(Ax; +(1-A)xz2) ) 2 min{ fa(N(x1) , Ha(N(x2)) } czyli
oA Axa +(1-A)x2) 2 mind p-a(x1) , p-a(x2)
Zatem zbior - A jest wypukly.

Uzasadnienie ([ ) jest analogiczne.

Whniosek z W3) i W6) Jezeli A jest liczba rozmytg ¢ na przestrzeni [0,1] to
- A roOwniez jest liczba rozmyta na [0,1].

Dla dopelienia wzgledem argumentu nie zachodza prawa de’Morgana.
Prawdziwe sgq natomiast prawa, w pewien sposéb analogiczne, podane jako
wlasnos¢ W7.

W7) Dla dowolnych zbioréw rozmytych A i B w przestrzeni X i dowolnej t-
normy 7 T i s-normy S wyznaczajacych odpowiednio iloczyn i sume zbio-
row rozmytych zachodzi:

4 Zbior rozmyty A jest rowny zbiorowi rozmytemu B (ozn. A=B) gdy OxX : tu(x) = us(x).
5 Rozmyty podzbiér A przestrzeni R nazywamy wypuktym gdy dla dowolnych x;, x.[OR
oraz dowolnego A[0,1] zachodzi ta(Ax; +(1-A)x2) = min{ palx) , palx2) }.

6 Liczbq rozmytq nazywam tu dowolny normalny i wypukly zbiér rozmyty na przestrzeni
liczb rzeczywistych o ciaglej funkeji przynaleznoSci. W literaturze wystepuja takze inne
definicje liczby rozmytej.

7t-normy is-normy sg uogdlnieniami koniunkcji i alternatywy.
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a) -(AOB) =-A0-B.
b) —l(A N B) =-An -B.
Uzasadnienie: a) OxOX: f@os (X) = taos (N(x)) =
=S [ua(N(x)) , u(N(x))] = S [p1-4((x)) , 1-B((X))] = t~a 0 -B)(X).
b) OxOX : fian B (X) = fan By (N(X)) =
= T[pa(N(x)) , us(N(x))] = T [t£-a((x)) , 11-B((x))] = fh~a o ~B)(X).

Przedstawione powyzej pojecia stanowig uogolnienie dopelnienia zbio-
ru rozmytego wzgledem argumentu gdy zbiér ten okreslony jest na prze-
strzeni [0,1]. W literaturze rzadziej spotka¢ mozna dopeklienia zbioru
rozmytego wzgledem argumentu w przypadku gdy zbior okreslony jest na
przedziale [0,K]. Dopehienie wzgledem argumentu okresla sie wowczas
(zob. np. Kacprzyk 2001) przez funkcje przynaleznosci f£,4(x) = pa(K—x) .

Rowniez to pojecie mozna uogbdlni¢c wprowadzajac dowolna negacje
(tak jak w Definicji 7), z tym, ze wtedy ,,funkcja negacji” jest okreslona na
przedziale [0,K] o wartoSciach w [0,K] natomiast warunek 1) negacji
przyjmuje posta¢ N(0) = Ki N(K) = o.

Mozna zmodyfikowaé negacje Sugeno i Yagera tak aby byl speliony
ten warunek. Wszystkie wlasno$ci przedstawione powyzej dla zbiorow na
przestrzeni [0,1] pozostaja prawdziwe. OczywiScie mozna najpierw prze-
dzial [0,K] przeksztalci¢ do [0,1] za pomoca bijekcji f:[0,K] - [0,1] i wow-
czas wyznaczy¢ dopelienie wzgledem argumentu i przenie$¢ je nastepnie
za pomocg funkcji odwrotnej f 7 z powrotem na [0,K]. Najprostsza taka
bijekcja jest funkcja liniowa f{(t) = %

W analogiczny sposob postapi¢ mozna ze zbiorem rozmytym okreslonym
na dowolnym przedziale domknietym [k,K]. Wtedy liniowa bijekcja jest f(t)
t—k

K-k’

3. Interpretacja negacji zbioru rozmytego wzgle
dem argumentu

Powyzej przedstawionej negacji zbioru rozmytego wzgledem argumentu
uzy¢ mozna przy okre$laniu zmiennych lub wartosci lingwistycznych i ich
antonimow. W 1975 r. Lotfi Zadeh, w drugiej z serii prac (Zadeh 1975),

Funkcja T: [0, 1] X[0, 1] — [0, 1] nazywana jest t - normq gdy
1) jest niemalejgca wzgledem obu argumentéw tzn.
asbicsd = T(a,c)<T(b,d),
2) jest przemienna tzn.
T(a, b) = T(), o),
3) jest laczna tzn.
T(T(a, b), ¢) = T(a, T(b, ©)),
4) spelnia warunek brzegowy
T(a,1) =a.
Funkcja S:[0,1] x[0,1] — [0,1] nazywana jest s - normq gdy spelnia warunki 1) 2) i 3) -
jak powyzej, a ponadto warunek brzegowy 4) S(a,0)=a.
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wprowadzil warto$¢ lingwistyczng ,,prawdziwy” (ang. true) jako zbior roz-
myty na przedziale jednostkowym [0,1]. Funkcje przynaleznosci okreslit
formula

0 gdy x[I[0, a]
2
X—a a+
Hirue(X) = 2(—j gdyXD[a’_]]
1-a 2
x-1Y) a+1
1-| —= dyxO[—,1
(1_aj gdy x0[=—=1]

gdzie a jest pewnym subiektywnym parametrem.

Funkcja przynaleznoS$ci wartosci lingwistycznej ,falszywy” (ang. false)
okreslona zostala jako ffaise(x) = fhrue(1—x).

Graficznie funkcje te mozna przedstawic jak ponizej.

,Ufalse(x)
,Utrue(x)

a+l
0 1-a a —
2
Przy wykorzystaniu dopelienia wzgledem argumentu regule te mozna roz-
szerzy¢ na dowolne okreslenia antonimiczne.

Okre$lenia antonimiczne rozumieé¢ tutaj nalezy w klasycznym sensie
jako przeciwstawne (antagonistyczne) typu maly — duzy, bogaty — biedny,
mlody — stary, falszywy — prawdziwy. Sa to tzw. antonimy wlasciwe 8.
Zauwazmy, ze rozumienie tego typu zwigzkéw nie jest rownoznaczne z du-
alizmem miedzy elementami par maly — niemaly, bogaty — niebogaty,
mtody — niemlody. W takim przypadku zasadne wydaje sie stosowanie do-

8 Do antonimoéw zaliczane sa rowniez okre$lenia w pewien szczego6lny sposob kontrastuja-
ce ze soba typu kwadrat — kolo, felczer — lekarz, czerwone — czarne, general — szeregowy
te jednak nie beda tu rozwazane. Wyrazenia te nazywane sa konwersjami (zob. Encyklo-
pedia jezyka polskiego, 1994, s. 20). Dabréwka i Geller (2001) podaja, ze ,antonimy mo-
deluja stany postrzegane jako niezgodne”, natomiast w slowie wstepnym do ich pracy
A. Markowski pisze, ze ,,antonimia to — méwigc najogo6lniej — jezykowy sposob wyrazania
przeciwienstwa, kontrastu, a szerzej rzecz ujmujac, takze uzupelnianie sie sensow.”

40



Piotr Dworniczak: Dopelnienie zbioru rozmytego wzgledem argumentu

pehlienia do zbioru (do przestrzeni), lepiej oddajacego istote réznicy mie-
dzy podanymi okres$leniami. Wystepuje tu bowiem uzupekianie sie senséw
obu okres$len wyczerpujacych w sumie caly zakres danej wlasnosci czy na-
zwy. W jezykoznawstwie pary te nazywane sg antonimami komplementar-
nymi, gdyz zaprzeczenie jednego elementu pary implikuje stwierdzenie
wystapienia drugiego.

OczywiScie jest tak, ze semantyczne okreSlenia antonimiczne wyrazone
przymiotnikami dotycza tych samych obiektow (rzeczywistych badz abs-
trakcyjnych) (Nowy stownik poprawnej polszczyzny, 2002, s. 1617). Sa
zatem okreSlone sa na tej samej przestrzeni. W szczegolno$ci przestrzenia
ta (lub bijektywnym jej obrazem) moze by¢ odcinek [0,1]. Dla latwiejszego
skorzystania z negacji wzgledem argumentu na przestrzeni [0,1] dobrze
jest bra¢ pod uwage wylacznie antonimy przymiotnikowe, dla nich bowiem
najlatwiej wyznaczy¢ zbior rozmyty i jego dopelnienie bedace odzwiercie-
dleniami natezenia danej cechy. Naturalne uporzadkowanie liczb na od-
cinku [0,1] mozna latwo powigzaé ze stopniowaniem przymiotnikéw. Moz-
na powiedzie¢, ze antonimy przymiotnikowe nazywaja lub okreélajg ‘dwa
krance’ jakiej§ cechy lub wlasno$ci. Krance te moga by¢ utozsamiane
z warto$ciami 0 i 1 lub z ,duza” i ,malg” liczba rozmyta okre$lona na [0,1].
Zauwazmy, ze wlaSciwe antonimy przymiotnikowe moga przy uzyciu logiki
wielowarto$ciowej by¢ przypisane danemu obiektowi jednocze$nie. Dwu-
warto$ciowa logika sytuacje taka wyklucza. O ile obiektowi mozna przypi-
sa¢ jedno z okreslen pary antonimow to wylacznie jedno. Albo, albo. Ter-
tium non datur. W warunkach logiki wielowartoSciowej dopuszczalne jest
orzekanie o stopniu spelienia dwoch przeciwstawnych wlasnos$ci. Obiekt
moze mie¢ zatem (w pewnym stopniu) ceche (wlasnos¢) jak i ceche prze-
ciwna.

4. Podsumowanie

Przetwarzanie rozmyte i teoria sterowania rozmytego sa w dalszym ciaggu
obszarem zainteresowan zaréwno badaczy teoretykow jak i inzynieréw
wprowadzajacych teorie do praktyki. W wielu dziedzinach wdrazane sg
coraz to nowe rozwigzania.

Rowniez przedstawione uogolnienie dopelnienia wzgledem argumentu
moze by¢ wykorzystane w zastosowaniach praktycznych w ro6znych dzie-
dzinach. Podstawowym obszarem zastosowan bedzie zapewne przeszuki-
wanie baz danych (Internetu). Tak samo jak w innych przypadkach stoso-
wania zbioréw rozmytych pojawia sie pytanie o sposob i sensownos$¢ dzia-
lania. Czesto bardzo wazne sg wtedy opinie ekspertow. Nawet wyznaczenie
konkretnej postaci negacji do konkretnego przypadku jest raczej sztuka
niz postepowaniem schematycznym. Co ciekawe, mimo watpliwoSci, nawet
na rynku produktow detalicznych spotka¢ mozna urzadzenia wykorzystu-
jace logike i sterowanie rozmyte. Napis fuzzy logic znalez¢ mozna choéby
na kamerach video lub pralkach.

Odpowiedzi na pytania dotyczace praktycznych zastosowan moga zna-
lez¢ tylko praktycy-specjaliSci w danej dziedzinie ustalajacy reprezentacje
i reguly przetwarzania informacji.
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