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Abstract

This short note contains a few remarks about mathematical intuition
in action. We stress the dynamic character of mathematical intuition.

1 Wstep

Niniejszy krotki tekst poSwigcony jest intuicji matematycznej w dziataniu, czyli
w praktyce badawczej zawodowych matematykéw oraz w dydaktyce. Nie sta-
ramy si¢ rozstrzyga¢ problemoéw filozoficznych, nie odnosimy si¢ do matematyki
intuicjonistycznej, wypowiadamy subiektywne opinie, wspierajac si¢ ustaleniami
z dziejow matematyki.

2 Intuicja w matematyce

Intuicje matematyczne to przekonania (badZ zbiory przekonan). Méwic¢ rozsadnie
mozemy jedynie o intuicjach zwerbalizowanych — o nabywaniu i zywieniu prze-
konan niezwerbalizowanych wypowiada¢ mozna si¢ tylko metaforycznie. W li-
teraturze anglojezycznej uzywa si¢ czasem terminOw: intuition of oraz intuition
that. Ten pierwszy mialby dotyczy¢ poznawania obiektow matematycznych (liczb,
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zbioréw, funkcji, struktur, itd.), zas ten drugi trafnosci zdarn o treSci matema-
tycznej. W dalszym ciagu bedziemy uzywali tylko tego drugiego rozumienia.
Sadzimy, ze jest ono bardziej podstawowe 1 warunkuje to pierwsze. Nadto, nie
implikuje definitywnych rozstrzygnie¢ w ontologii matematyki.

2.1 Kontekst odkrycia

Gdzie widoczna jest intuicja matematyczna w dziataniu? Po pierwsze, w aksjo-
matach poszczegdlnych teorii. Sa one wszak podawane bez dowodu, mamy w nie
po prostu wierzy¢. Osobng sprawa jest to, ze postac¢ aksjomatyczna nadano wielu
podstawowym teoriom matematycznym dopiero po zgromadzeniu i uporzadko-
waniu znacznej liczby faktéw. Po drugie, to przede wszystkim intuicja matema-
tyczna stanowi trzon kontekstu odkrycia w matematyce. Przekonania intuicyjne,
wspierane juz zebrang wiedza inspiruja do tworzenia nowych teorii, motywuja
zmiany kierunku rozwoju teorti, itp. Tego, w jaki sposéb dochodzi si¢ do nowych
odkry¢ matematycznych nie mozna, rzecz jasna, precyzyjnie opisa¢. Mozna nato-
miast, na podstawie §wiadectw historycznych, domniemywaé, czym kierowat si¢
dany matematyk przeprowadzajac konstrukcje lub dowdd, wprowadzajac nowe
pojecia, dokonujac uogélnien, wykorzystujac analogie, itd. Dla przyktadu:

1. To m.in. odkrycie pierScieni, w ktérych nie ma jednoznacznosci rozktadu
(dla przyktadu: w Z[v/—5] element 6 rozklada si¢ na iloczyn 2 - 3 oraz na
iloczyn (14iv/5)-(1—i/5) i Zaden z tych elementéw nie jest jednoscia roz-
wazanego pierScienia) inspirowato do wprowadzenia elementow idealnych
(teoria Kummera) oraz rozwoju teorii ideatow (teoria Dedekinda); por. np.
(Corry 2004). Wprowadza si¢ odréznienie: a jest elementem nieredukowal-
nym, gdy nie jest iloczynem réznych od jednosci elementéw pierScienia;
a jest elementem pierwszym, gdy jesli dzieli iloczyn b - ¢, to dzieli b lub
dzieli c. Kazdy element pierwszy jest nieredukowalny, lecz nie na odwrét:
dla przyktadu w Z[+/—5] element 3 jest nieredukowalny, ale dzieli iloczyn
(2++/=5) - (2 — /=5) = 9, nie dzielac zadnego z jego czynnikéw. To sa
jedynie bardzo powierzchowne uwagi, bardziej precyzyjny opis musiatby
uwzgledni¢ mnéstwo dalszych faktéw z historii algebry.

2. Odkrycie przez Kleina w 1870 roku modelu rzutowego geometrii Loba-
czewskiego inspirowane byto (Juszkiewicz 1977: 219) badaniami analitycz-
nymi nad geometrig rzutowa prowadzonymi przez Mobiusa (1827), przy
uwzglednieniu idei teorio-grupowych. W dalszej perspektywie owocowato
to sformutowaniem przez Kleina jego Programu erlangeriskiego (1872), po-
dajacego klasyfikacje r6znych geometrii na podstawie grup ich przeksztat-
cen.
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3. Topologia jest stosunkowo mtoda dyscypling matematyczna (uznana zostaje
za osobng dyscypling okoto roku 1920). Wywodzi si¢ zaréwno z rozwazan
kombinatorycznych (Euler) jak i geometrycznych (Riemann) oraz z ana-
lizy (Cantor). Poczatkowo rozwazano otwarte i domknigte podzbiory prze-
strzeni euklidesowych i stworzono teori¢ mnogosci (Cantor). Ogdlne prze-
strzenie topologiczne pojawiaja si¢ w pracach Hausdorffa (1914) oraz Ku-
ratowskiego (1922 — definicja akceptowana dzisiaj). W 1906 roku Fréchet
rozwaza przestrzenie nazywane dzi§ metrycznymi (oraz ogélniejsze, zwane
dziS$ przestrzeniami Frécheta). Zaréwno metryzowalnos¢, jak i specyficzne
aksjomaty oddzielania zostaja jednak péZniej wyrugowane z definicji ogol-
nej przestrzeni topologicznej: w charakterystyce tej ostatniej uwzglednia
si¢ obecnie jedynie operator domknigcia albo rodzing wszystkich zbioréw
otwartych. Do§¢ wczesnie, bo juz pod koniec XIX wieku rozpoczyna sig¢
mysSlenie o topologii takze w terminach algebraicznych, czyli topologia al-
gebraiczna (Poincaré: 1894 — pojecie grupy podstawowej, 1895 — homo-
topie 1 liczby Bettiego; trzy dekady pozniej — grupy homologii, Noether
oraz inni). Pozwala to m.in. na przyporzadkowanie przestrzeniom nieodr6z-
nialnym w topologii (homeomorficznym) izomorficznych struktur algebra-
icznych, ktore tatwiej jest charakteryzowac rachunkowo. Oprécz topolo-
gii ogdblnej oraz algebraicznej szybko rozwijaja si¢ tez inne dziaty topolo-
gii: topologia rozmaitosci (obejmujaca topologie rozniczkowq 1 teorig we-
ztow), topologiczna teoria wymiaru. ,,MySlenie topologiczne” zaczyna tez
by¢ obecne w innych dziatach matematyki (np. w analizie).

4. Aksjomaty istnienia duzych liczb kardynalnych motywowane sa — zgodnie
z programem Godla — powszechnie obecnie podzielanym intuicyjnym prze-
Swiadczeniem, ze powinni§my dopuszczaé w teorii mnogosci istnienie moz-
liwie jak najwigkszej liczby zbioréw. Warto moze zauwazy¢, ze sa to aksjo-
maty maksymalnosci (podobnie jak aksjomat zupetnosci w geometrii Hil-
berta), w odréznieniu od rozwazanych wczesniej, dla ré6znych celéw, aksjo-
matéw minimalnosci (aksjomat ograniczenia Fraenkla, aksjomat konstru-
owalno$ci Godla). Aksjomaty istnienia duzych liczb kardynalnych nie po-
zwalaja na rozstrzygnigcie np. hipotezy kontinuum, ale niektére z nich maja
treS¢ matematyczna istotna w kontekscie rozwiazywania pewnych proble-
moéw z réznych dziedzin matematyki (np. badania zbioréw liczb rzeczy-
wistych). Aksjomaty te zwiazane sa z mozliwosciami dowodowymi teorii
ZF i jej rozszerzen. Poczatkowy opdr wielu matematykéw wobec rozwa-
zania takich aksjomatéw jest obecnie nieco mniejszy: za catkiem rozsadne
przyjmuje si¢ np. te aksjomaty istnienia duzych liczb kardynalnych, ktére
sa niesprzeczne z aksjomatem konstruowalnosci (a wigc np.: liczb nieosia-
galnych, Mahlo, stabo zwartych).
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Po trzecie wreszcie, intuicja w dziataniu widoczna jest w tych sytuacjach, gdy
poprzez np. rysunki, obrazowe skojarzenia, wskazéwki indukcyjne wspomagamy
rozumienie dowodow oraz konstrukcji. Dla przyktadu:

1. O elementach filtru méwimy obrazowo, ze sa duze (a elementy idealu sa
mate).

2. Uniwersa zbiorow przedstawiamy graficznie w postaci rysunku w ksztalcie
litery ,,V”. Uniwersa takie moga byc ,.ciefisze” (np. uniwersum konstru-
owalne) lub ,,szersze” (np. petna hierarchia kumulatywna zbioréw).

3. Rysunki, diagramy, wykresy stosowane sa w kazdej wtasciwie dyscyplinie
matematycznej. Nie maja one, rzecz jasna, mocy dowodowej, ale czgsto

bywaja wielce pomocne.

4. Czasami chcemy, aby tres¢ twierdzenia wywotywata jakie$ obrazowe sko-
jarzenia (dla przyktadu: nazywamy twierdzenie lematem o przelewaniu).

5. Wspieranie si¢ intuicja przejawia si¢ takze w samej terminologii matema-
tycznej, ktéra — cho¢ moze przeciez by¢ dowolna — zwykle dobierana jest
tak, aby jakas czgs$¢ znaczenia wyrazu w jezyku potocznym wigzata si¢ ma-
tematyczna treScig wprowadzanego pojecia (dla przyktadu: méwimy o zbio-
rach nigdzie gestych)

2.2 Co méwia matematycy?

Davis i Hersh pisza o réznych znaczeniach, w ktérych matematycy uzywaja ter-
minu intuicja matematyczna (Davis, Hersh 1994: 340-341):

1. Intuicyjnos$¢ jest przeciwstawieniem Scistosci.

2. Intuicyjno$é oznacza wizualnosé.

3. Przy braku dowodu intuicyjne oznacza prawdopodobne lub przekonujace.
4. Intuicyjne oznacza niekompletne.

5. Intuicyjne oznacza oparte na modelu fizycznym, lub na jakich§ wiodacych
przyktadach.

6. Intuicyjne oznacza holistyczne lub catoSciowe w przeciwstawieniu do szcze-
gétowego lub analitycznego.
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Warto moze zwrdéci¢ uwage, ze chyba wszystkie z wymienionych wyzej zna-
czen maja jaki$§ odcien wartoSciujacy. W domysle zawsze stawiamy precyzyjny
dowdd wyzej od intuicyjnej argumentacji. Oczywiscie pamigtaé nalezy tez o aspek-
tach pragmatycznych: kompletne (lub prawie kompletne) dowody sa wymaganym
standardem w pracach naukowych, natomiast skuteczno$¢ dydaktyki matematyki
zaleze¢ moze od umiejetnego roztozenia proporcji migdzy tym co Sciste, a tym
co intuicyjne w prezentacji materiatu. Ponadto, zwr6¢my jeszcze uwage na dwie
sprawy:

1. Odnos$nie zwiazkéw intuicji z oczywistosciq poczynimy nastgpujace uwagi.
Po pierwsze, zdarza sig¢, ze stwierdzenia majace walor oczywistosci moga
mie¢ trudne dowody: dla przyktadu dowodd twierdzenia Jordana o krzy-
wej zamknietej na ptaszczyznie (Krzywa zwykta zamknigta na ptaszczyz-
nie dzieli te ptaszczyzne na dwa obszary, jeden skoriczony i drugi nieskon-
czony) jest niezwykle skomplikowany. Samo za$ twierdzenie wydaje sig¢
catkiem oczywiste. Po wtore, stwierdzenia, ktore nie wydaja si¢ oczywi-
ste (przynajmniej z punktu widzenia jakiej$ potocznej oczywistosci) moga
mie¢ dowody proste — tu chyba dobrym przyktadem jest stosowanie me-
tody przekatniowej. Jest to rOwniez chyba przypadek twierdzenia ustala-
jacego réwnolicznos$¢ zbioréw punktéw: prostej oraz plaszczyzny. Dalej,
sama prostota sformutowania jakiego$ stwierdzenia moze nie pozostawac
w bezposrednim zwigzku ani z jego intuicyjnoscia, ani z prostota dowodu.
Dla przyktadu, sformutowanie Wielkiego Twierdzenia Fermata jest zrozu-
miate dla uczniéw gimnazjum, natomiast jego dowdd jest, jak si¢ okazato po
dos¢ diugim czasie od momentu sformutowania samego problemu, wielce
skomplikowany.

2. Kryterium pigkna (konstrukcji matematycznej, dowodu, teorii, itd.) odgry-
wa bardzo duza role w twdrczoSci matematycznej. Jednym z naczelnych re-
gulatoréw tej tworczosci jest oczywiscie niesprzecznosé. Dla okreslonych
celow (np. dydaktycznych) pozadana jest prostota wywodéw. Tworzymy
matematyke dla zaspokojenia naszej ciekawosci poznawczej, jednak chcemy
osiagac ten cel w sposdb elegancki, czyniacy zados$¢ kryteriom matematycz-
nego pigkna. O sprawach tych wypowiadato si¢ obszernie wielu znanych
matematykow, czesto wskazujac wilasnie na pigkno jako inspiracje do okre-
Slonych badan.

2.3 ,,Prawdziwos¢ z prawdopodobienstwem 1

Rozwazmy teraz przyklad dotyczacy naszych przekonan, ze pewne zjawiska maja
charakter nieprzewidywalny, chaotyczny, a jednak mozemy co§ powiedzie¢ o praw-
dopodobienstwach, co z kolei miatoby nas upowazniac, iz rozwazane stwierdzenie
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jest prawie pewne (pewne z prawdopodobienstwem 1). Powolamy si¢ na prezen-
tacje podang w ksiazce Davisa i Hersha (Davis, Hersh 1994: 315-321). Rzecz
dotyczy jednego z najwigkszych dotad nierozwiazanych probleméw matematyki,
a mianowicie Hipotezy Riemanna.

Funkcja zeta Riemanna jest zdefiniowana dla wszystkich liczb zespolonych (o
czedci rzeczywistej wigkszej od 1) wzorem:

((z) =) n"

Jak wiadomo, ma ona zeradla z = 1 oraz z = —2, —4, —6, ... Wszystkie pozo-
stale jej zera musza leze¢ w pasie liczb o czgSci rzeczywistej miedzy 0 a 1. Hipo-
teza Riemanna glosi, ze wszystkie te zera leza na prostej o réwnaniu Re(z) = 3.
Pokazano (G.H. Hardy), ze na tej prostej znajduje si¢ nieskoriczenie wiele zer
funkcji ¢. Nadto, sprawdzono rachunkowo, ze pierwsze dziesiatki milionéw zer
funkcji ¢ leza na tej prostej. Nie jest to jeszcze zaden precyzyjny dowdd. Znane
sq przypadki stwierdzen prawdziwych dla miliardéow przypadkéw poczatkowych
wartoSci zmiennej, lecz falszywych w petnej ogélnosci (Littlewood). Dla przy-
ktadu, zdanie ,,n jest mniejsza od 10'° + 17 jest prawdziwe dla pierwszych 10°
liczb naturalnych, a fatszywe dla wszystkich pozostatych. Ponadto, w teorii funk-
cji ¢ spotykamy w wielu oszacowaniach iterowany logarytm loglog x, a gdy ta
warto$¢ réwna jest, powiedzmy 10, to warto$¢ x wynosi 1019°%, co w praktyce
uniemozliwia przeprowadzenie rachunkéw, nawet na najszybszych dostgpnych
maszynach cyfrowych.

W pracy (Good, Churchhouse 1968) podaje si¢ pewne ,,powody” (cudzystéw
autorow) natury probabilistycznej, ktére mogtyby sktania¢ do uwierzenia w praw-
dziwo$¢ Hipotezy Riemanna. Aby je, chocby w najwigkszym skrdcie, przedsta-
wié, przypomniec trzeba jeszcze funkcje Mobiusa yi(x). Dla dowolnej liczby natu-
ralnej x jej warto$¢ zwigzana jest w nastepujacy sposob z rozktadem z na czynniki
pierwsze:

1. Jedli jaki$ czynnik w tym rozkladzie liczby x si¢ powtarza, to przyjmujemy
pu(z) = 0.

2. Jesli wszystkie czynniki rozktadu sa r6zne, to gdy jest ich parzysta liczba,
to niech pu(z) = —1.

3. Jesli wszystkie czynniki rozktadu sa rézne, to gdy jest ich nieparzysta liczba,
to niech p(z) = 1.

Niech teraz M () bedzie réwne sumie wszystkich p(y) dla y < z. Wiadomo,
iz Hipoteza Riemanna jest réwnowazna temu, ze M (x) ros$nie nie szybciej niz
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staly mnoznik w r3te, przy x dazacym do nieskonczonosci, gdzie € jest dowolna
liczba rzeczywista wigksza od zera. Myslimy teraz o funkcji M (z) jak o zmiennej
losowej. Oczywiscie kazda konkretna warto$¢ M (x) jest w petni okreSlona. ,,Wy-
glada” jednak ta funkcja losowo, gdyz nie ma tu zadnej, jak si¢ zdaje, regularnosci,
za wyjatkiem tego, iz warto$¢ samej funkcja p jest ,,z réwnym prawdopodobien-
stwem” rowna 1 lub —1.

Obliczenie prawdopodobieristwa, ze p(x) # 0 sprowadza si¢ do wykluczenia
sytuacji, ze losowo wybrana liczba x nie zawiera w swoim rozkladzie na czyn-
niki pierwsze zadnego kwadratu liczby pierwszej. Nadto, podzielnos¢ przez jakas
liczbg pierwsza jest niezalezna od podzielnoSci przez inna liczbe pierwsza. Tak
wigc, prawdopodobienstwo, ze (x) # 0 bedzie réwne iloczynowi:

3 8 24 48
Wiadomo, ze iloczyn ten ma wartos¢ 7%. MielibySmy z tego zatem, ze prawdo-
podobieristwo, iz pu(z) = 1 wynosi 2 (i tak samo dla p(z) = —1). ,,Wartosé

oczekiwana” funkcji p wynosi 0, gdyz Srednio jedynki z plusem oraz z minusem
powinny si¢ znosi¢. Wydaje si¢ wielce nieprawdopodobne, abySmy wybierajac
losowo (oraz niezaleznie) bardzo duza liczbe¢ liczb naturalnych dostali dla nich
znacznie czg$ciej wartosci 1 (niz pozostate dwie wartosci funkcji p). Z pewnych
twierdzen probabilistycznych wynika, ze przy takim wyborze N liczb ich suma
z prawdopodobieristwem 1 ros$nie nie szybciej niz N ate przy N zmierzajacej do
nieskonczonosci.

Daje to zatem ,,prawdziwos¢ z prawdopodobienistwem 1” Hipotezy Riemanna,
przy nastepujacym przekonaniu (wraZeniu, intuicyjnym zatoZeniu): tablica warto-
Sci funkcji p jest ,,Josowa” (,,nieprzewidywalna”). Wtedy usprawiedliwione jest
losowe wybranie N liczb, zamiast sumowania wartosci funkcji p dla pierwszych
N argumentéw. Mozna rzec, ze takze pierwsze N wartoSci funkcji ¢ sa ,,probka
losowa.”

Good i Churchhouse przeprowadzili niezalezne rachunki, uzyskujac ,,zadzi-
wiajaco bliska” zgodnos¢ z wynikami proponowanego rozwiazania heurystycz-
nego. Mozna wierzy¢, ze zgodnoS$¢ ta nie jest przypadkowa (w istocie, jest wigksza
od zgodnosci uzyskiwanych w pomiarach w badaniach empirycznych w naukach
Scistych), mozna tez nazywac tego typu uzasadnienia catkowicie absurdalnymi.

2.4 Zrodia intuicji
Bez wdawania si¢ w bardziej wnikliwe rozwazania, chcemy zwrdci¢ uwage na
dwa Zrédta intuicji matematycznych:
1. Uposazenie poznawcze. JesteSmy wyposazeni w pewien (niewielki) zestaw
zmystow; dodatkowo stosujemy réznego rodzaju ,,podpdrki’” epistemiczne,
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pozwalajace na detekcje zjawisk bezposrednio naszym zmystom niedostep-
nych. W jaki sposéb percepcja zmystowa wptyneta na tworzenie matema-
tyki? Czy gdybySmy byli np. istotami gazowymi w czysto gazowym oto-
czeniu (bez zadnych cial sztywnych), to zbudowalibySmy inng geometrig?
Albo: gdyby$my rachowali nie na liczbach naturalnych lecz, powiedzmy na
obrotach (w przestrzeni trojwymiarowej), to czy naturalna bylaby dla nas
arytmetyka z nieprzemiennym mnozeniem (jak w algebrze kwaternionéw)?
Mozna oczywiScie uwazac takie eksperymenty myslowe za bezwartoSciowe
dywagacje. Sadzimy jednak, ze maja one znaczenie dla poszukiwania odpo-
wiedzi zaréwno na pytanie, czy mozliwa jest wylqcznie jedna matematyka,
jak 1 na znane pytanie o skutecznos¢ matematyki w opisie przyrody.

2. Przemoc symboliczna szkoty. Elementarne intuicje matematyczne sa nam
narzucane przez szkole. Nauczanie matematyki polega na rozwigzywaniu
zadan i analizie przykladow — nie jest to wigc nauczanie ,,pamigciowe”,
lecz raczej ,,interaktywne”. Poprawne rozwiazania sa nagradzane, niepo-
prawne korygowane. Niepo$lednia rolg odgrywa tu zatem perswazja od-
wotujaca si¢ do autorytetu. Nauczanie matematyki probuje si¢ dostosowac
do ustalen psychologii poznawczej. W ciagu ostatnich, powiedzmy, dwu-
stu lat programy nauczania podlegaly wielu zmianom, zwigzanym zaréwno
z rozwojem samej matematyki, jak i czynnikami natury technologicznej,
politycznej oraz ustaleniami z dziedziny psychologii poznawczej i teorii
dydaktyki. Od nauczania ,,wzorowanego na Euklidesie” przechodzono do
nauczania uwzgledniajacego metody indukcyjne i heurystyczne, propono-
wano system New Math, propagujacy matematyke nowoczesna, pézniej od
tego systemu odchodzono, itd.

Oczywistym Zrédiem klarowania si¢ pewnych intuicji matematycznych jest
praktyczna dziatalnos¢ cztowieka zwiazana z liczeniem oraz mierzeniem. To wia-
$nie z niej wyrastaja arytmetyka i geometria, pierwsze dzialy matematyki, ktdre
prébowano systematyzowac. Inspiracje dla wyksztalcenia si¢ intuicji matema-
tycznych ptyna rowniez z innych dyscyplin, przede wszystkim z r6znych dziatéw
fizyki. Rozwazania dotyczace ruchu oraz zmiany leza wszak u podstaw analizy
matematycznej. Klasa tych inspiracji jest niezwykle obszerna. Jak wiadomo z hi-
storii nauki, matematyka czasem nie nadaza, czasami za$§ wyprzedza rozwazania
w naukach empirycznych.

Przywotajmy w tym kontekscie — po czgéci zabawny, po czgsci chyba jed-
nak trafiajacy w sedno rzeczy — przyklad omawiany w (Barrow 1996). Na po-
czatku rozdziatu 5 ksiazki (Barrow 1996), w punkcie Matematyka z kosmosu au-
tor przedstawia hipotetyczna sytuacjg, w ktorej otrzymujemy sygnaty Swiadczace
o istnieniu inteligencji pozaziemskiej. Najpierw dostarczone zostaja spisy tresci
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dokumentdw, ktére maja nadejS¢ pdzniej. Zawieraja one zapowiedZ zardwno zna-
nych nam twierdzen matematycznych, jak tez rozwigzan mndstwa hipotez, o kto-
rych prawdziwoSci nic dzisiaj nie wiemy (Hipoteza Riemanna, Hipoteza Goldba-
cha, itd.). Wywotuje to zrozumiate podniecenie wsréd matematykéw. Gdy jednak
obiecane dokumenty w koncu docieraja, matematycy ziemscy sg rozczarowani.
Ot6z inteligencja, ktore je przystata ma catkowicie inng wizje¢ matematyki niz
my: traktuje mianowicie matematyke jako nauke czysto empiryczng. Stwierdzenia
(takie jak np. Hipoteza Riemanna lub Hipoteza Goldbacha) sa sprawdzane w bar-
dzo duzej liczbie przypadkéw, przez niezwykle szybkie komputery i uznawane
za prawdziwe, gdy owe miliardy miliardow miliardow przypadkéw je potwier-
dzaja. Poziom technologii kosmitow okazatl si¢ o wiele bardziej zaawansowany
od naszego. Ich catkowicie empiryczne podejScie do matematyki nie stanowito
tu zadnej przeszkody, wrecz przeciwnie. Co prawda niektérzy (nieliczni!) z ko-
smicznych filozoféw zastanawiali si¢ czasem, czy nie byloby warto znalez¢ ja-
kie$ sposoby upewniania si¢, ze prawdy ich matematyki stosuja si¢ we wszystkich
przypadkach, ale takie podej$cie uznawano raczej za przeszkod¢ w rozwoju ich
nauki: nalezaloby wtedy przeciez odrzuci¢ wiele uznawanych dotad za prawdziwe
wynikow. Jest to wizja matematyki catkowicie odmienna od tej, do ktorej przy-
wykliSmy. Taka empiryczna matematyka pozaziemska miataby si¢ opieraé zatem
wylacznie na intuicji, sprytnie planowanych eksperymentach oraz sprawdzaniu
zachodzenia hipotez w wystarczajaco duzej (dla potrzeb praktycznych) liczbie
przypadkow.

2.5 Intuicja a procedury badawcze matematyki

W rozumowaniach matematycznych — przy tworzeniu nowych pojec lub teorii —
stosuje si¢ rézne techniki. Bardzo wazna taka procedura jest uogolnianie. ROw-
niez odwotania si¢ do analogii pelnia w tym zakresie niebagatelng role twoércza.
Jak jednak obie te procedury — uogdlnianie oraz analogia — maja si¢ do mySlenia
w kategoriach intuicji matematycznej? Czy owa intuicja nimi steruje, podpowiada
wlasciwy kierunek rozumowania? Czy tez sa to procedury catkowicie od intuicji
niezalezne? Zwr6¢my uwage, ze:

1. Procedur¢ uogdlniania mozna dos¢ dobrze scharakteryzowaé. Poczatkowo
badamy np. pewna szczeg6lng strukture matematyczna, a poZniej (powiedz-
my pomijajac jej wybrane wtasnoSci) przechodzimy do badania catej klasy
struktur o wiasnosciach bardziej ogélnych.

2. Pewnym aspektem rozumowan przez analogig sa odwotania do pojeé izo-
morfizmu lub homomorfizmu. W tym sensie, rOwniez analogie daja si¢ dos¢
dobrze scharakteryzowac.
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3. Intuicja matematyczna pozostaje tajemnicza. Nie dysponujemy ani zesta-
wem regut dedukcyjnych, ani regut algorytmicznych, ktére wyznaczatyby
dziatanie intuicji matematycznej.

Nie potrafimy w tym momencie zebra¢ i uporzadkowaé refleksji na temat
zwiazkow trzech pojec tego punktu. Strona wolframscience.com podaje jako przy-
ktad ciagu uogdlnienh rozwijanie pojecia liczby, wyliczajac 34 etapy, na ktérych
wprowadzano pojecia zwigzane z tymi uogdlnieniami.

Pisze si¢ przy tym, ze w takich uogdlnieniach nie tylko rozszerzano dziedzing
(dla wykonywania okreSlonych operacji), ale starano si¢ rowniez zachowac tak
wiele twierdzen, jak to tylko mozliwe, zgodnie z Principle of Permanence oma-
wiang w 1830 roku przez George’a Peacocka i rozszerzong w 1869 roku przez
Hermanna Hankela.

Uogodlnienia stanowia jedno ze Zrédet nowych twierdzefi w matematyce. Dazy
si¢ do przedstawienia problemu, konstrukcji, argumentacji w mozliwie najwigk-
szej ogblnosci, wyprowadzajac potem twierdzenia o konkretnych strukturach jako
szczegOlne przypadki twierdzen ogélnych. Moze to sugerowaé, ze odchodzimy
w takich uogdélnieniach od dobrze wyksztatconych intuicji matematycznych, zwia-
zanych z konkretng struktura (np. liczbowa lub geometryczna). Ale mozna tez
uwazac, ze wyksztalcamy przy uogdlnieniach nowe intuicje matematyczne, obej-
mujace szerszy zakres zjawisk.

Jednym z matematycznych odpowiednikéw pojecia analogii jest wykorzysty-
wane w teorii kategorii pojgcie funktora. Przypomnijmy, funktor jest odwzorowa-
niem z jednej kategorii w druga, odwzorowaniem, ktére pozwala niejako ,,prze-
ktada¢” stwierdzenia o jednego rodzaju obiektach (np. przestrzeniach topologicz-
nych) na stwierdzenia o obiektach innego rodzaju (np. grupy).

Obok uogdlniania oraz analogii rozwaza¢ mozna inne jeszcze metody stano-
wigce podstawe dla twoérczosci matematycznej badZ wspomagajace taka twor-
czo$¢. Mysle¢ mozna np. o r6znego rodzaju metodach heurystycznych, ktére mia-
tyby naprowadzaé matematyka szukajacego rozwiazania problemu na cel.

Cho¢ moze to nie by¢ widoczne w ostatecznej redakcji tekstu matematycz-
nego, zdarza si¢ i tak, ze rozwiagzanie problemu bywa podsuwane mniej lub bar-
dziej formalnymi metodami odwotujacymi si¢ do rozwazenia kilku, kilkunastu,
lub wigkszej jeszcze liczby przypadkéw potwierdzajacych teze twierdzenia ogol-
nego, ktérego dowodu szukamy. Pamigtamy oczywiscie, ze zadna skonczona licz-
ba przypadkéw sprzyjajacych nie stanowi dowodu twierdzenia ogélnego (choc
jeden tylko kontrprzyktad wystarcza do jego obalenia), ale obserwacja narzucaja-
cych sig regularnosci moze stanowi¢ impuls do formulowania, a p6Zniej poszuki-
wania dowodu twierdzen og6lnych.

W jednym z wyzej przytoczonych rozumien terminu intuicja matematyczna
przez samych matematykéw pojawity si¢ pojecia: modelu fizycznego oraz wio-
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dacego przyktadu. Te pojecia odegraly istotna rolg np. w rozwoju rachunku nie-
skoriczonosciowego w analizie matematycznej. Dla przyktadu, pierwsza i druga
pochodna funkcji byta interpretowana w terminach predkosci oraz przyspieszenia,
odpowiednio. W dalszym rozwoju analizy matematycznej inspiracje z fizyki poja-
wiajg si¢ nieustannie, przy czym czasem matematyka wyprzedza fizyke, a czasem
jest wlasnie na odwrét. Wreszcie, catkiem mozliwe sa sytuacje, gdy matematyka
oraz fizyka ida, by tak rzec, calkiem innymi drogami, po pewnym czasie znowu
si¢ spotykajac.

Rozwazania geometryczne, zgodnie zreszta z etymologia tego terminu, zapo-
czatkowane byly, jak mozna rozsadnie przypuszczac, problemami czysto prak-
tycznymi, zwigzanymi z mierzeniem dtugosci, powierzchni oraz objetosci. Widzi-
my geometri¢ (Euklidesa) jako juz gotowy system, z wyraZznie podanymi aksjo-
matami oraz twierdzeniami zaopatrzonymi w wyraznie podane dowody. Dzisiaj
trudno chyba (o ile jest to w ogdle mozliwe) ustali¢, jaka kumulacja konkretnych
obserwacji zwigzanych z pomiarami dostarczyta wystarczajacej bazy dla rewolu-
cyjnego, jakoSciowo nowego ujecia tego materiatu w system dedukcyjny.

Zdarza sig, ze cata dyscyplina matematyczna wyrasta poczatkowo wylqcznie
na potrzeby opisu i wyttumaczenia pewnej klasy zjawisk czysto empirycznych,
a dopiero pézniej uzyskuje wilasna, wewnetrzng, matematyczng dynamike roz-
woju. Tak rzecz si¢ miala np. z rachunkiem prawdopodobieristwa oraz statystykq
matematyczng. Sa to dyscypliny stosunkowo mlode, inaczej niz geometria. Widaé
wigc w ich przypadku wyraZzniej owa dynamike rozwoju teorii. Podobnie rzecz
si¢ ma np. z teoriq grafow.

Osobna klasg eksperymentow stanowia eksperymenty myslowe. Interesujacym
przykladem takiego rodzaju eksperymentowania, odnoszacym si¢ do rozwazan to-
pologicznych sa np. rozwazania dotyczace Plaskoswiata.

Do nowych twierdzen matematycznych dochodzi si¢ réznymi drogami. Cza-
sami rozwazenie pewnej liczby przypadkéw szczegd6lnych sugeruje przypuszcze-
nie, ze mozna sformutowaé bardziej ogdlne twierdzenie. Dobrych przyktadéw do-
starcza tu chyba teoria liczb: znajdujemy regularnosci w pewnej liczbie przypad-
kéw 1 odwaznie stawiamy hipotezg ogdlna, ze zaobserwowana regularnos¢ za-
chodzi dla wszystkich liczb naturalnych. Intuicyjne jest zatem w takim przypadku
indukcyjne dochodzenie do sformutowania ogdlnej prawidtowosci; jej dowdd jest
uzyskiwany juz na drodze dedukcyjne;j.

W pewnych okresach (po kumulacji wynikéw) sporo uwagi po§wigca si¢ uzys-
kiwaniu nowych dowodoéw dla twierdzen juz udowodnionych. Nie jest to rzecz ja-
sna okazywanie podejrzliwosci istniejacym dowodom. Najczgs$ciej chodzi o uzys-
kiwanie dowodow prostszych, bardziej eleganckich (wedle obowiazujacych w da-
nym okresie kryteriow estetycznych), czynionych przy stabszych zalozeniach, itd.
Chciatoby si¢ (metaforycznie) rzec, ze w takich przypadkach prébujemy dokony-
wac melioracji intuicji matematycznych.
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Zaréwno w dowodach twierdzen polegajacych na uogdlnianiu, jak i twierdzen
odwotujacych si¢ do analogii intuicje matematyczne petniag role drogowskazéw
dla roboty dedukcyjnej. Wybor kierunku, w ktérym uogélnia si¢ jaki§ wynik nie
jest wszak catkowicie arbitralny — uogdlnienie musi mie¢ dobrze okreslony sens
matematyczny, prowadzi¢ do szerszej klasy struktur wyodrgbnianych w jakis na-
turalny sposob. Podobnie przy rozumowaniach przez analogi¢: wybraé nalezy ja-
kies istotne cechy struktur z jednej dziedziny, ktére przenosimy na ich odpowied-
niki dla struktur innej dziedziny.

Chyba dos¢ rzadko zdarzajacym si¢ przypadkiem jest ten, gdy nowe twier-
dzenia uzyskujemy jedynie przez odwotanie si¢ do czysto zewnetrznej, symbo-
licznej postaci innych twierdzen i ustalefi dotychczasowych. Istotnie nowe, po-
siadajace glgbsza treS¢ matematyczna twierdzenia powstaja bodaj prawie zawsze
jako dedukcyjne potwierdzenie wprzddy posiadanych intuicji matematycznych.
Twierdzenia sa przektadem owych intuicji na komunikowalny intersubiektywnie
formalizm, a ich dowody dostarczaja uzasadnienia (wedle przyjetych regut) dla
w ten sposéb precyzyjnie wyrazonej wiary w intuicyjne przekonania.

3 Zmiennos$¢ intuicji

Intuicje potoczne (codziennego do§wiadczenia) sa dos¢ stabilne, natomiast intu-
icje matematyczne — przynajmniej w odniesieniu do zawodowych matematykéw
— sa dynamiczne, podlegaja zmianom. Zmiany te warunkowane sg zar6wno po-
przez nowe wyniki matematyczne, jak i poprzez napotykanie antynomii lub para-
dokséw. Przywotlajmy kilka przyktadéw:

1. Przekonanie, ze kazda wtasno$¢ wyznacza zbidr. Prowadzi, jak wiadomo,
do antynomii. Zostaje pdzniej (w aksjomatycznej teorii mnogosci Zermela-
Fraenkla) zastapione przekonaniem (wyrazonym w aksjomacie wyrdznia-
nia), ze wlasnosci wyznaczaja podzbiory juz wprzédy danych zbioréw.

2. Przekonanie, ze granica punktowa ciagu funkcji ciagtych jest funkcja ciagla
(jak w jednej z prac napisal Cauchy). Jak pokazat Dirichlet, trzeba w za-
tozeniu zastapi¢ zbiezno$¢ punktowa mocniejszym warunkiem zbieznosci
Jjednostajnej.

3. Przekonanie, ze to co prawdziwe jest dla wszystkich wyrazéw ciagu, praw-
dziwe jest tez dla jego granicy (zywione przez matematykow jeszcze w wie-
ku XVIID).

4. Przekonanie, ze wszystkie rownania algebraiczne jednej zmiennej posiadaja
rozwigzania podane przez pierwiastniki. W wieku XVI znane byty takie
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rozwiazania dla réwnan stopnia < 4. Wierzono (Euler, Bézout, Lagrange),
ze mozna poda¢ ogdlna metode¢ pierwiastnikdw, jednak dopiero Paolo Ruf-
fini pokazat (1799), iz jest to niemozliwe dla rownan stopnia > 5; jego nie
catkiem $cisty dowdd poprawit Niels Abel (1824), a podstawy ogdlnej teorii
naszkicowat Evariste Galois.

5. Przekonanie, ze geometria euklidesowa jest prawdziwq geometria, ze opi-
suje adekwatnie przestrzen fizyczna. Okrycie (skonstruowanie?) geometrii
nieeuklidesowych ukazalo, ze mozliwe sa inne jeszcze systemy geometrii.
To, jaki system geometrii adekwatnie przystaje do rzeczywistosci fizyczne;j
(globalnie, badZ w ustalonej skali) jest oczywiScie problemem pozamatema-
tycznym. Zwr6¢my uwage, ze oprocz skonstruowania systemow geometrii
nieeuklidesowych (Gauss, Bolayi, Lobaczewski) badano réwniez ogdlne
pojecie krzywizny przestrzeni (Riemann, ktéry wykorzystywal pewne po-
mysty Gaussa); poszczegdllne typy geometrii sa wtedy wyznaczone przez
wlasnos¢ ogdlna: krzywizna dodatnia, ujemna badZ zerowa.

6. Przekonanie, ze wszystkie problemy matematyczne sa rozstrzygalne oraz
ze mozliwy jest dowdd niesprzecznosci catosci matematyki, w dodatku do-
wad finitarny. Stanowilo to jadro programu Hilberta. Jak pokazaty wyniki
Godla, Turinga, Tarskiego 1 innych, program ten w catosci nie moze zostac
zrealizowany; mozliwe sa jednak jego czg¢Sciowe realizacje. W kazdym ra-
zie wiadomo, iz catosci matematyki nie mozna uja¢ w jednym finitarnym,
niesprzecznym i rozstrzygalnym systemie.

Czy zmienno$¢ zywionych przez nas intuicji matematycznych jest wylacznie
liniowa, w tym sensie, ze dodajemy, wyrzucamy, zmieniamy pewne intuicje, ale
nie stajemy przed sytuacja wyboru: albo jedna intuicja, albo inna? Rozwazy¢ przy
tym warto chyba oba przypadki:

1. mamy do wyboru dwie rézne intuicje, ktére nie sa wzajem sprzeczne (ani
nawet si¢ wzajemnie nie wykluczaja);

2. mamy do wyboru dwie rézne intuicje, ktére si¢ nawzajem wykluczaja (w
szczegblnosci, sa wzajem sprzeczne).

Z pierwsza sytuacja mieliSmy by¢ moze do czynienia np. w dwdch réznych
koncepcjach starozytnych: tej proponowanej przez Teajtetosa oraz tej drugiej, pro-
mowanej przez Eudoksosa. Chodzilo, przypomnijmy, o opisy wielkosci tego sa-
mego rodzaju (oraz proporcje). We wspétczesnym sformutowaniu moglibySmy
zapewne mowi¢ o dwdch sposobach wprowadzania pojgcia liczby rzeczywistej.
Jak pokazuje rozwdj matematyki, to koncepcja Eudoksosa zwycigzyla. Dede-
kind definiujac liczby rzeczywiste z wykorzystaniem swojej metody przekrojow
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wiasciwie rozwinal mysl Eudoksosa. To rozwinigcie byto przy tym istotne, gdyz
nie tylko kazda liczba rzeczywista jest przekrojem, ale takze kazdy przekréj jest
liczba rzeczywista, a tego drugiego warunku u Eudoksosa przecie nie byto.

O réznych intuicjach mozemy tez chyba méwi¢ u twércéw rachunku réznicz-
kowego: Sir [zaaka Newtona oraz Tajnego Radcy Wilhelma von Leibniza. Newton
rézniczkowat rownania. Wielkosci zmienne (w jego terminologii: fluenty) byty
zalezne od czasu jako parametru. Pochodne tych wielkosci (fluksje) liczone byty
wlasnie wzgledem czasu. PodejScie Newtona inspirowane byto geometrig oraz
kinematykq. Newton rachowatl na dobrze okreslonych wielkoSciach. Styczna byta
u niego granicq siecznych. Solidne podstawy matematyczne podejScie Newtona
uzyskato dopiero w momencie dokonania arytmetyzacji analizy w wieku XIX.

Inspiracje von Leibniza byty natury arytmetycznej. Leibniz postulowat istnie-
nie wielkosci nieskoniczenie matych i to na nich dokonywat rachunkéw. Réznicz-
kowat funkcje, a nie rownania. Ponadto, podawatl metafizyczne uzasadnienia dla
rachunku nieskonczonosciowego, wiazac wielkosSci z odpowiadajacymi im mo-
nadami. Zasady rachunku na monadach pozwalaja na dos$¢ sprawne i czysto me-
chaniczne obliczanie pochodnych dla wielu funkcji. Leibniz wprowadzit dogodna
notacje, ktéra postugujemy si¢ do dzis. Jak pisze Marek Kordos (Kordos 2005:
160), formalna strona analiz von Leibniza zostata przyjeta, odrzucono natomiast
(w matematyce 6wczesnej) jej uzasadnienia oraz filozofig wspierajaca te metody.
Solidnych podstaw matematycznych dla rachunku wielkosci nieskoriczenie ma-
tych dostarczyta analiza niestandardowa, rozwijana od drugiej potowy wieku XX.

Z potencjalnym rozgatezianiem sig intuicji matematycznych mamy natomiast
do czynienia w przypadku niektorych zdan nierozstrzygalnych 1, gdy nie potra-
fimy wskazaé, ktére ze zdan: v czy tez —) jest prawdziwe (w ustalonym modelu;
przypomnijmy, ze w przypadku zdania Godla potrafimy to zrobi¢ w odniesieniu
do modelu standardowego arytmetyki). Takim zdaniem jest, jak wiadomo, hipo-
teza kontinuum. Zauwazmy jednak, iz nigdy w historii teorii mnogosci nie decy-
dowano si¢ na przyjecie badz hipotezy kontinuum, badz jej negacji jako kolejnego
aksjomatu. Pozostawiamy sobie nadziej¢, ze by¢ moze rozwdj teorii mnogosci
dostarczy takich aksjomatow, ktére hipoteze t¢ pozwola rozstrzygnaé (moze przy
zmianie jezyka i Srodkéw dowodowych). Byé moze to praktyka matematyczna,
odzwierciedlona w konsekwencjach hipotezy kontinuum badZ jej zaprzeczenia
bedzie miata tu gtos decydujacy. Moze warto jeszcze dodatkowo zwrécié¢ uwage
na to, ze o istnieniu zdan nierozstrzygalnych w bogatszych teoriach matematycz-
nych wiemy od stosunkowo niedawna.

Czy moze zdarzyc sig¢ tak, ze proponowane z osobna nowe aksjomaty dla teo-
rii mnogosci beda sobie nawzajem przeczy¢? Nie mamy przy tym na mysli przy-
padku hipotezy kontinuum oraz jej zaprzeczenia. Chodzi raczej o sytuacje, gdy
mamy dwa zdania, ¢ oraz v (ktére nie sa konsekwencjami aksjomatéw ZF) takie,
ze:
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1. Kazde z tych zdan wyraza jakie§ wazne intuicje matematyczne dotyczace
zbiorow, kazde wydaje si¢ by¢ kandydatem na calkiem naturalne zatozenie
o0 zbiorach.

2. Zaréwno za przyjeciem ¢, jak i za przyjeciem 1) przemawiajq jakieS racje
natury matematycznej: kazde z tych zdan ma interesujace konsekwencje,
ktore sa istotnie wykorzystywane w obszernych fragmentach matematyki.

3. pjest sprzeczne z 1.

Nie wida¢ zadnych powoddéw, aby istnienie takich zdan z géry wykluczy¢.
Czy jednak mozna obecnie podac stosowne przyktady? Czesciowo odpowiada
temu przypadkowi para zdan AC oraz AD, gdzie AC jest aksjomatem wyboru,
natomiast AD jest aksjomatem determinacji. Pozytki z aksjomatu wyboru sa po-
wszechnie znane. Aksjomat determinacji jest atrakcyjny np. z punktu widzenia
teorii miary. Implikuje on, ze kazdy podzbiér odcinka jednostkowego [0, 1] zbioru
liczb rzeczywistych jest mierzalny w sensie Lebesgue’a. Jego konsekwencjami
sa tez inne jeszcze wazne stwierdzenia o zbiorach liczb rzeczywistych, o licz-
bach kardynalnych, o dowodliwosci w ZF. Tak wigc, AC oraz AD, bedac wzajem
sprzecznymi, wyrazaja jednak, kazdy z osobna, istotne intuicje matematyczne. Ich
rola w teorii mnogosci jest jednak nieréwna. Aksjomat wyboru jest bardziej pod-
stawowy, odnosi si¢ do wszelkich zbioréw. Natomiast aksjomat determinacji AD
dotyczy wtasciwie podzbioréw przestrzeni Baire’a. Aksjomat determinacji (My-
cielskiego-Steinhausa) nie jest ogélnym aksjomatem teorii mnogosci. Ponadto,
ZF wraz ze zdaniem moéwiacym o zdeterminowaniu kazdej gry (dla dowolnych
zbioréw, nie tylko podzbioréw przestrzeni Baire’a) jest sprzeczna.

Zwykle przywoluje si¢ trzy klasyczne przyktady, ukazujace konieczno$¢ zmia-
ny intuicji na skutek wykrycia antynomii lub paradokséw:

1. odkrycie niewymiernosci,
2. paradoksy nieskoriczonosci,

3. antynomia Russella.

W pierwszym z tych przypadkéw zmiana intuicji (dotyczacych pojecia liczby)
dokonywata si¢ dos¢ dtugo — rozsadne jest zatozy¢, ze dopiero w wieku XIX usta-
lono precyzyjne rozumienie pojgcia liczby rzeczywistej (cho¢ pewne uogdlnienia
formutowane byty dopiero w wieku XX). Paradoksy nieskoniczonosci zwigzane
byly zaréwno z faktem (dostrzeganym np. przez Proklosa, Galileusza, Bolzang)
rownolicznosci zbioréw nieskoniczonych z ich czg$ciami wiasciwymi, jak réwniez
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z wykorzystywaniem tego faktu w rozwazaniach geometrycznych, np. dla sofi-
stycznych sztuczek odnoszacych si¢ do rzekomej réwnosci miary réznych obiek-
téw geometrycznych, czy wreszcie z rozwazaniami dotyczacymi natury konti-
nuum geometrycznego. Obecnie operowaé¢ mozemy kilkoma pojeciami nieskon-
czonosci (np. Dedekinda, von Neumanna, Tarskiego) i stare paradoksy zostaty,
mozna rzec, oswojone i rozwiktane. Osobng sprawa jest oczywiscie dyskusja do-
tyczaca zasadnoSci przyjmowania w teorii mnogosci aksjomatdow istnienia bardzo
duzych liczb kardynalnych. Antynomia Russella zostata z teorii mnogoSci wy-
eliminowana poprzez narzucenie stosownego ograniczenia na posta¢ aksjomatu
wyrdzniania, jak wiadomo.

Czy wspoéliczesnie napotykamy na paradoksy w matematyce? Wyliczmy nie-
ktore z wynikow, ktore czasami opatruje si¢ etykietka ,,paradoksalne”. Przyktady
dobrane sa troche¢ ad hoc, bez jakiegokolwiek zamiaru systematycznoSci prezen-
tacji:

1. Paradoks Banacha-Tarskiego. Twierdzenie, udowodnione przez Banacha
i Tarskiego glosi, ze kulg tréjwymiarowa mozna podzieli¢ na skonczong
liczbe czgsci, z ktérych poprzez izometrie otrzymac mozna dwie kule, kazda
o mierze rownej kuli wyjSciowej. Paradoksalno$¢ tego wyniku — z punktu
widzenia potocznych intuicji — jest oczywista. Nalezy jednak pamigtac, ze
wynik ten otrzymujemy wykorzystujac Srodki nieefektywne (aksjomat wy-
boru) oraz ze czg¢sci, z ktérych sktadamy owe dwie kule sa ,,bardzo dziwne”,
z punktu widzenia intuicji potocznych (nie sa mierzalne w sensie Lebes-
gue’a).

2. Paradoks Smale’a. Sfere dwuwymiarowa mozna ,,przenicowac” na druga
strong w przestrzeni trojwymiarowej. Problem ma oczywiscie precyzyjny
opis analityczny, odwotujacy sie do homotopii zanurzen sfery S? w prze-
strzef R3. Mozliwe sa takze ,,wizualizacje” tego procesu. Dopuszczalne jest
przy tym ,,samoprzenikanie” si¢ przeksztatcanej sfery, natomiast wykluczo-
ne zostaje tworzenie pewnych nieregularnosci. Wynik ten przeczy, rzecz
jasna, intuicjom potocznym. Dodajmy, Ze ,,przenicowanie” okregu S' na
ptaszczyZnie nie jest wykonalne.

3. Paradoksy probalistyczne i statystyczne. Zwrémy uwage, Zze WSZyscy CZu-
jemy si¢ intuicyjnymi statystykami: zdaje nam si¢ na ogoét, ze potrafimy
(bezrefleksyjnie!) poprawnie ocenié¢ prawdopodobienstwa. Tak oczywiscie
nie jest: szukane prawdopodobiefistwa trzeba policzy¢. Znakomitym (i dos¢
powszechnie znanym) przyktadem putapki w ocenie prawdopodobiefistw
jest np. tzw. Monty Hall Problem. Innego przyktadu dostarczaja ciggi von
Misesa. Ciagi zerojedynkowe, w ktérych prawdopodobieiistwo wystapienia
kazdego uktadu n kolejnych wynikéw jest réwne 2% nazywamy ciagami
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nieskoriczenie dystrybytuwnymi, a ciagami von Misesa nazywamy kazdy
nieskonczony ciag zerojedynkowy, ktérego dowolny podciag nieskonczony
(a zatem jakkolwiek wybrany) jest nieskoniczenie dystrybutywny. Bez gleb-
szej analizy matematycznej mogtoby si¢ zdawacd, ze ciagi von Misesa sa
dobrymi kandydatami na (intuicyjnie rozumiane) ciagi catkowicie losowe,
nie wykazujace wigc zadnych regularnosci. Zachodzi jednak twierdzenie,
udowodnione przez Josepha Dooba: ciqgi von Misesa nie istniejq. Podane
przez nas warunki okazaly si¢ zatem razem wewnetrznie sprzeczne, cho¢
mogtoby si¢ wydawad, ze staraliSmy si¢ przeciez zachowac peten obiekty-
wizm w préobie podania definicji obiektu catkowicie losowego.

4 Standard, wyjatek, patologia

W jakim sensie mozna (i czy trafnie) powiedzieC, ze intuicja matematyczna po-
daza za standardem, za norma, za zwyczajnoscia? Czy sa (i jakie) r6znice migdzy
intuicyjnym a oswojonym? Pojecia: standard oraz patologia sa wyrdzniane przy
uzyciu czynnikéw pragmatycznych, nie zawsze klarownych. Natomiast terminy:
wyjatek oraz kontrprzyktad mozna okresli¢ dos$¢ precyzyjnie (choc¢ jaki$ obiekt
moze by¢ jednoczes$nie wyjatkiem i patologia). Wszystkie te pojecia odnosimy
przy tym do obiektéw matematycznych, a nie np. do zachowar matematykow.

4.1 Standard

Bardzo czgsto w tekstach matematycznych spotykamy okreslenie ,,dobrze si¢ za-
chowujacy” (well behaved), w odniesieniu np. do: funkcji, przestrzeni, zbioréw,
struktur algebraicznych. Nie ma to okreSlenie zadnej precyzyjnej definicji, przy-
dawane mu znaczenie zalezy m.in. od: celéw rozwazanej teorii, odczué este-
tycznych matematykéw, czy wreszcie ,,mody”” matematycznej ustalonego okresu.
Zdarza sig, ze to, co bylo uwazane za odbiegajace od standardu, za patologiczne
w pewnym okresie, staje si¢ pdZniej dobrze wyodrgbnionym dzialem matematyki
— pomySlmy np. o: liczbach niewymiernych, liczbach urojonych, obiektach frak-
talnych.

Ze wzgledu na przydatno$¢é w zastosowaniach, mozna na przyktad rzec, ze
ciata zachowuja si¢ lepiej niz pierscienie, a funkcje rekurencyjne sa lepsze od
catkiem dowolnych funkcji. Podobnie, w analizie matematycznej lub topologii
mozna orzekac, iz np.:

1. Funkcje analityczne (czyli funkcje klasy C*) zachowuja si¢ lepiej od funk-
cji gtadkich (funkcji klasy C'*°).

2. Funkcje rozniczkowalne zachowuja si¢ lepiej od funkcji ciggtych.
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3. Przestrzenie Hausdorffa zachowuja si¢ lepiej niz ogdlne przestrzenie topo-
logiczne.

4. Zbiory Borelowskie zachowuja si¢ lepiej niz dowolne zbiory liczb rzeczy-
wistych.

Nalezy przy tym wyraznie podkreslié, ze ,,zachowywacd si¢ lepiej” wcale nie
musi oznaczac ,,by¢ w wigkszosci”. Jak wiadomo, wigkszoS¢ funkcji (zmienne;j
rzeczywistej) to funkcje nieciggte, wigkszos¢ funkcji gtadkich to funkcje, ktére
analityczne nie sa, jest kontinuum wszystkich funkcji o argumentach i wartos-
ciach w zbiorze liczb naturalnych, a tylko przeliczalnie wiele rekurencyjnych ta-
kich funkcji. W tym znaczeniu ,,dobrze si¢ zachowujacy” znaczy wigc prototy-
powy ze wzgledu na rozwazania aplikacyjne.

Tworzenie nowych teorii matematycznych moze si¢ wigza¢ z porzucaniem
standardu, zwyktoS$ci, normalno$ci. Dla przyktadu, mozemy pewne obiekty trak-
towane do tej pory jako jedynie uzyteczne fikcje formalne (np. liczby urojone)
zacza¢ uwazac za obiekty normalne, standardowe, ktorych istnienie przyjmujemy
bez zastrzezen. Konkretny wynik matematyczny lub konstrukcja (np. odkrycie
geometrii nieeuklidesowych) moze stanowi¢ o tym, ze jakis obiekt traci cechg by-
cia standardowym i zaczyna by¢ postrzegany w innym $wietle, jako przypadek
szczegblny ogdlniej pojmowanych obiektow.

Terminu standardowy uzywamy tez w znaczeniu zamierzony. Nie bedziemy
w tym tekscie przypomina¢ trudnosci, zwiazanych z rozumieniem terminu mo-
del zamierzony. Zwr6émy jedynie uwage, ze np. model standardowy arytmetyki
Peana pierwszego rzgdu PA (bgdacy jej modelem zamierzonym) jest wlasciwie
wyjatkiem wsréd kontinuum jej wszystkich modeli przeliczalnych. Tego, co go
w tej klasie wyrdznia, nie daje si¢ wyrazi¢ ani Srodkami sktadniowymi teorii, ani
jej whasnosSciami semantycznymi. Dopiero za pomoca Srodkow metajezykowych
mozemy 6w model scharakteryzowac:

1. Model standardowy arytmetyki jest jej modelem pierwszym.

2. Model standardowy arytmetyki jest jej jedynym modelem dobrze uporzaqd-
kowanym.

3. Model standardowy arytmetyki jest jej jedynym modelem rekurencyjnym.

Wszystkie pozostate modele arytmetyki — jej modele niestandardowe — nazy-
wamy patologicznymi, a to ze wzgledu na to, iz réznia si¢ od modelu zamierzo-
nego tej teorii, ktéry stanowic¢ maja — jakos wprzédy intuicyjnie dane — prawdziwe
liczby naturalne. Wyraznie widoczna jest tu pragmatyczna podstawa dla uzycia
terminu patologiczny.
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4.2 Wyjatek

Klasyfikacja wszystkich grup skoficzonych podaje cate rodziny takich grup, two-
rzonych wedle okreSlonych wzorcéw. Poza tymi rodzinami pozostaje nieliczna
grupa wyjqtkow: grupy sporadyczne. Sa to wigc grupy skonczone, ktdre nie pasuja
do wybranych w klasyfikacji wzorcéw. Nie nazwiemy ich patologicznymi: sa to po
prostu obiekty, ktére nie zmieScity si¢ do przygotowanych szufladek klasyfikacji
i trzeba je zebra¢ razem, wtasnie jako wyjatki.

Wyjatkiem wsrdd liczb pierwszych jest liczba 2, jako jedyna parzysta liczba
pierwsza. Wyjatkami sa wymiary 3 oraz 7 jako jedyne, w ktorych mozna okresli¢
nietrywialny iloczyn wektorowy. Wyjatkowe sa wieloSciany foremne (i og6lniej,
wielokomorki foremne), wyrdznione sposréd wszystkich wieloScianéw wtasno-
Sciami odwotujacymi si¢ do symetrii.

Rozdzielenie znaczen terminéw: wyjqtkowy oraz patologiczny stosowanych
w odniesieniu do obiektéw matematycznych bywa trudne. Mozna chyba pokusié
si¢ o przyblizong charakterystyke: obiekty wyjgtkowe (w danej klasie obiektow)
maja pewne wyrdznione wlasnosci, nadajace im szczegdlny status w rozwaza-
nej klasie, natomiast obiekty patologiczne to obiekty ,,niechciane” w rozwazanej
klasie, ze wzgledu na jakie$ glebokie niezgodnoS$ci z naszymi intuicyjnymi wy-
obrazeniami o normalnych obiektach rozwazanej klasy. Sa to wszystko okreSlenia
natury pragmatycznej, z samej swojej istoty wielce nieprecyzyjne. Ponadto, my-
Slenie zyczeniowe nie dostarcza oczywiscie prawomocnych wskazéwek do upra-
wiania matematyKki.

Mozemy mie¢ do§¢ dobrze ustalone wyobrazenia intuicyjne o obiektach ja-
kiej$ klasy, a jednak bywamy czasem zaskoczeni niespodziankami — tak jest np.
w przypadku klasy skoiiczonych matryc logicznych, ktére, wydawatoby sig, moz-
na zgrabnie opisac. Jak si¢ jednak okazuje, istnieja matryce skoniczone, ktére nie
sg aksjomatyzowalne — zob. np. (Patasiniska 1994), (Wojtylak 1979).

Jak juz wspomnieliSmy, czasem odréznienie wyjqtku od patologii bywa trudne,
dla przyktadu:

1. Sfera rogata Alexandera ma m.in. nast¢gpujace wlasnosci:

(a) Jest homeomorficzna ze zwykla sfera dwuwymiarowa.

(b) Dzieli cata przestrzen tréjwymiarowa na dwa obszary, przy czym ob-
szar wewnatrz sfery rogatej jest homeomorficzny z wngtrzem zwyktej
sfery, ale obszar na zewnatrz sfery rogatej nie jest homeomorficzny
z obszarem na zewnatrz zwyklej sfery.

Tak wigc, sfera rogata Alexandera dostarcza przykladu na to, iz twierdze-
nie Jordana-Schonfliessa nie daje si¢ uogdlni¢ z dwoéch do trzech wymia-
row. W tym sensie, jest ona obiektem wyjgtkowym. Czy jest takze obiektem
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patologicznym? Owszem, jej wlasnoSci pozostaja w razacej niezgodnosci
z niektérymi potocznymi wyobrazeniami geometrycznymi. Czy jednak cat-
kowicie burza owe potoczne intuicje czy tez raczej wskazuja na to, iz owe
intuicje sa dos¢ pobiezne i nie wyczerpuja naszej wiedzy o obiektach topo-
logicznych? Spor terminologiczny nie jest zreszta kwestia najwyzszej wagi.

2. Przez sfere egzotyczng rozumiemy w geometrii rozniczkowej rozmaitos$¢
rézniczkowalna, ktdra jest homeomorficzna ze ,,zwykla” sfera w przestrzeni
euklidesowej n-wymiarowej, lecz nie jest z nia dyfeomorficzna. Pierwszy
przyktad takiej sfery (siedmiowymiarowej) podat John Milnor w latach pigé-
dziesiatych XX wieku. Nie wiadomo obecnie (2011), czy istnieja egzo-
tyczne sfery czterowymiarowe. Czy sfery egzotyczne nazwiemy obiektami
patologicznymi? Gdyby tak czynié, to musielibySmy chyba jednoczesnie
przyznawac, ze mamy jakie$ giebokie intuicje dotyczace struktur réznicz-
kowych w przestrzeniach o duzej liczbie wymiaréw. Czy jednak mamy takie
intuicje np. w przypadku przestrzeni siedmiowymiarowej?

3. Przez egzotyczng R* rozumiemy rozmaito$¢ rézniczkowalna, ktdra jest ho-
meomorficzna z przestrzenia euklidesowa R*, lecz nie jest z nia dyfeomor-
ficzna. Istnieje kontinuum niedyfeomorficznych struktur rézniczkowych na
R*. Wymiar 4 jest tu wyrézniony: dla zadnej n # 4 nie istnieja struktury
egzotyczne na R".

Wyjatek to zatem pojecie relatywne, zwigzane z jakim§ uporzadkowaniem roz-
wazanych obiektéw matematycznych, proba ich klasyfikowania, twierdzeniami
o nich dowodzonymi, itp. Nie mozemy méwic o wyjatkach w jakim§ absolutnym
sensie.

4.3 Patologia

Klasyczne przyklady obiektéw, ktére bez wahania nazywano patologicznymi, to
m.in.: krzywa Peana, krzywa Hilberta, funkcja Weierstrassa (wszgdzie ciagte, lecz
nier6zniczkowalne w zadnym punkcie). Wszystkie te obiekty powstaja w wyniku
procesu granicznego (jako granice jednostajnie zbieznych ciagéw funkcji) 1 sta-
nowia przyklady obiektéw o wiasnosciach gleboko sprzecznych z potocznymi in-
tuicjami geometrycznymi:

Krzywe Peana oraz Hilberta sa ciagte, nigdzie nie sa ré6zniczkowalne, wy-
kres kazdej z nich catkowicie wypetnia kwadrat jednostkowy.

Tak wigc, krzywe te uwazane byly za dziwolqgi o wtasnoSciach wyraznie na-
ruszajacych potoczne intuicje matematyczne dotyczace krzywych, jako obiektow
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o wykresie jednowymiarowym z topologicznego punktu widzenia. Nalezy tu pod-
kredlié, ze te (oraz liczne podobne) konstrukcje powstaty wtedy, gdy dotychcza-
sowe — intuicyjne — pojecie funkcji zastapiono — precyzyjnym — pojeciem catkiem
dowolnej funkcji. Ich patologicznos¢ jest zatem czgScig ceny ptaconej za precyzje
1 0g6Inos¢ definicji pojecia funkcji. Niektérymi z momentéw, w ktérych pojawiaja
si¢ patologie sa zatem te, gdy ma miejsce uogdlnianie, wypracowywanie precy-
zyjnych definicji, wychodzacych poza intuicje potoczne. Dla przyktadu, uogélnie-
nie klasycznego pojecia spetniania i rozwazanie klas spetniania pokazuje, ze owe
klasy miewaja nieoczekiwane, a nawet patologiczne wtasnosci (z punktu widzenia
naszych oczekiwan, dotyczacych pojeé zwiazanych z prawdziwoscia).

Pojecie patologii w matematyce jest relatywne, nie tylko historycznie. Zda-
rzato si¢ wielokroé, ze obiekty, ktére wydawaty si¢ kiedy$ patologiczne, zosta-
waly pdzniej ,,oswajane”, a czasem wrecz stawaly si¢ podstawowymi obiektami
badania — tak rzecz si¢ miata zaréwno z liczbami niewymiernymi, jak i z licz-
bami zespolonymi. Konstrukcje niektorych obiektow patologicznych wykorzy-
stuja nieefektywne Srodki dowodowe. Zbiér Cantora jest nieprzeliczalny, lecz ma
miarg zero. Ma caty szereg dalszych interesujacych wtasnosci, jest jednym z waz-
niejszych obiektéw badanych w topologii i teorii mnogos$ci. Jest juz obiektem
,oswojonym” — wydaje si¢, ze zaden zawodowy matematyk nie nazwie zbioru
Cantora obiektem patologicznym, takim epitetem obdarza si¢ go jedynie w niekto-
rych tekstach popularyzujacych matematyke, gdy chce si¢ zadziwi¢ niewinnego
czytelnika.

Wiele ciekawego materiatu na temat wyjatkéw, patologii, konstrukcji stano-
wiacych kontrprzyktady znaleZ¢ mozna np. w: (Steen, Seebach 1995), (Gelbaum,
Olmsted 1990, 2003), (Wise, Hall 1993).

S Pulapki intuicji

Wiele konstrukcji matematycznych bylto inspirowanych zagadnieniami z nauk $ci-
stych, gtéwnie z fizyki. Owe ,,wiodace przyktady” moga jednak odnosi¢ si¢ tylko
do pewnej klasy zjawisk, przenoszenie intuicji na inng moze by¢ zwodnicze —
dos¢ pomysle¢ o klopotach ze stosowaniem intuicji dotyczacych do§wiadczenia
potocznego do zachowania si¢ obiektow mikro§wiata kwantowego.

Putapki niepelnej lub zwodniczej intuicji matematycznej moga zaleze¢ od r6z-
nych okolicznosci. Latwo pokazywac je na poziomie edukacji szkolnej lub uni-
wersyteckiej — zob. np. (Lietzman 1958), trudniej w pracach specjalistycznych
zawodowych matematykoéw, gdyz w tym ostatnim przypadku, intuicje moga zwo-
dzi¢ przed opublikowaniem pracy, w samej za$ pracy oddanej do druku nie ma
juz po nich zadnego §ladu. Méwi si¢ czasem o intuicji genialnych matematykéw
(jak Euler czy Cauchy) wyprzedzajacych swoimi wynikami wtasna epoke, choé
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wyniki te — z punktu widzenia ich poprawnosci wedle standardéw wspotczesnych
— byly formutowane niescisle lub wrecz niepoprawnie. Rzadziej wskazuje si¢ na
jakie$ glebsze btedy — por. np. (Lecat 1935). Bigdne intuicje sa porzucane, wigc
trudno je potem wykry¢.

Gdy moéwimy tutaj o bledach intuicji, to nie mamy na mysli wylqcznie sy-
tuacji, w ktorych kto§ przeprowadza niepoprawny dowdd, np. przyjmujac jakies
ukryte zalozenia jako intuicyjnie oczywiste, badZ stosuje nieuprawnione kroki do-
wodowe (mniemajac np., ze jego konstrukcja dotyczy obiektéw normalnych, ty-
powych, itp. i gubiac 0ogdlnos¢ rozwazan). Chodzi nam raczej takze o tworzenie
i kultywowanie przekonan, ktére z czasem okazuja si¢ na tyle idiosynkratyczne,
ze pozniejsza praktyka matematyczna je odrzuca. By¢ moze dobrym przyktadem
takiej sytuacji bytby Aksjomat Ograniczenia Fraenkla, gloszacy — w uproszczeniu
— ze istnieja tylko te zbiory, ktérych istnienie daje si¢ dowies¢ z aksjomatdéw teorii
mnogosci.

Podkreslmy zatem, ze nie méwimy tu o btedach popelnianych przez nieuwage,
niekompetencj¢ lub myslenie zyczeniowe. Nie chodzi wigc o przypadki, powiedz-
my, dzielenia przez zero, nieuprawnione przejsScia graniczne, zaniedbanie zbada-
nia zbieznoSci szeregu, itp. Interesujace jest natomiast to, czy pewne intuicje ma-
tematyczne moga prowadzi¢ w ,$lepa uliczkg”, spowodowaé, ze dalszy rozwdj
teorii staje si¢ niemozliwy.

W szczegodlnosci, frapujace jest chyba pytanie, czy matematycy moga sprze-
czaé si¢ na temat swoich intuicji i gruntownie, pryncypialnie si¢ co do nich nie
zgadzad — czy tez, przeciwnie, daza oni ostatecznie do wyksztatcenia ogélnie obo-
wiazujacych, jedynie stusznych intuicji. Sztandarowym przykladem pierwszego
cztonu tej alternatywy jest chyba spér matematyki klasycznej z intuicjonistyczna.
Drugi natomiast jej czlon to wszelkiego typu sytuacje, gdy o catkiem réznych
ujeciach matematycznych rozwazanego problemu mozna udowodnié, ze sa one
rownowazne. Tu dobrym przyktadem jest pokazanie, ze wiele r6znych matema-
tycznych uje€ pojecia obliczalnosci daje w efekcie doktadnie t¢ sama klas¢ funk-
cjl.

Znamy wiele sporéw w historii matematyki, dotyczacych wyzszosci jednych
metod nad drugimi — dla przyktadu, sporu zwolennikow Newtona ze zwolenni-
kami Leibniza lub sporu o wlasciwe podejScie do uprawiania rachunku wektoro-
wego, pomigdzy zwolennikami Hamiltona i Grassmanna (zob. np. Kordos 2005:
196-198). W tych przypadkach jednak rozwidlanie sig intuicji lezacych u podstaw
odno$nych konstrukcji nie prowadzito do rozszczepienia samej matematyki.
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6 Zakonczenie

Nie staraliSmy si¢ wyjasni¢ w powyzszym tekScie czym jest intuicja matema-
tyczna, ograniczajac si¢ jedynie do uwag na temat tego, w jaki sposéb przejawia
si¢ ona w dziataniu. Bardziej zdecydowanie wypowiadaja si¢ liczni filozofowie
i nieliczni matematycy. Niedawno opublikowane monografie zwiazane z intuicja
matematyczng to (Parsons 2008) oraz (Tieszen 1989). Komentarze na jej temat
znajdujemy w opracowaniach z filozofii matematyki. Jednak najciekawsze, na-
szym zdaniem, uwagi znalez¢ mozna w opracowaniach historycznych, gdzie uka-
zuje si¢ zmiany w rozumieniu poje¢ matematycznych, wskazuje na motywacje
tworzenia i rozwijania poszczegolnych teorii, itd. Nie nalezy nie doceniac rowniez
prac popularyzujacych matematyke — inaczej niz podrgcznikach, autorzy nie s tu
zobligowani do wyczerpujacego 1 konsekwentnego przedstawienia materiatu, co
owocuje czesto Swiezym spojrzeniem 1 wydobyciem na wierzch naprawde fra-
pujacych zagadnien, ktére trzeba nadto wyrazi¢ jezykiem zrozumialym takze dla
nieprofesjonalistow, a wigc w szczegdlnosci jezykiem odwotujacym si¢ do intuicji
matematycznych.
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