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Abstract

This note is a critical presentation of the ideas proposed in (Lakoff,
Nufiez 2000). We doubt in their adequacy.

Wstep

Celem tej notatki jest krytyczne przyblizenie czytelnikom ustalen ze stosunkowo
niedawno opublikowanej ksiazki (Lakoff, Nufiez 2000). Autorzy to znani specja-
lisci nauk kognitywnych. Tym razem postanowili wykazaé, ze to wtasnie pro-
cesy metaforyzacji sa odpowiedzialne za tworzenie podstawowych pojec, a nawet
catej struktury wspotczesnej matematyki. Odwotuja si¢ przy tym do ustalen ze
znanej monografii (Lakoff, Johnson 1980), ale takze do wielu nowszych prac. Na-
sze omOwienie dzielimy na cz¢sci odpowiadajace czgSciom analizowanego tekstu.
Uwagi krytyczne zamieszczamy zarowno w poszczegdlnych czgsciach, jak tez na
koncu tekstu, w punkcie 6.

Ksigzka jest — wedle deklaracji autorow — wstgpem do analizy poje¢ matema-
tycznych. Nie jest ani praca matematyczna, ani rozprawa z filozofii matematyki.



Investigationes Linguisticae, vol. XXIII

Nie stanowi tez bezposredniego przyczynku do ustalen z historii matematyki. Jej
gléwnym natomiast celem jest ukazanie matematyki z perspektywy nauk kogni-
tywnych. Przy tym — w zgodzie z podtytutem ksiazki — perspektywa ta uwzgled-
nia fakt, poSwiadczany empirycznie, ze umyst jest ucieleSniony (embodied mind).
Uprawianie nauki, w tym matematyki, ksztatt kultury, organizacja do§wiadcze-
nia potocznego wreszcie — wszystko to, zdaniem autoréw, musi by¢ ttumaczone
w Swietle tego podstawowego faktu.

We wstepie autorzy wyliczaja niektore sktadniki mirologii matematycznej (The
Romance of Mathematics), z ktérymi przyjdzie im si¢ zmierzy¢ w probie kogni-
tywnego spojrzenia na matematyke. Daja one, ich zdaniem, falszywy obraz mate-
matyki, przejawiajacy si¢ w nastgpujacych stwierdzeniach:

1.

2.

Matematyka jest rzeczywista, cho¢ jest abstrakcyjna i odciele$niona.

Matematyka istnieje obiektywnie, dostarczajac struktury dla calego uniwer-
sum, a takze wszelkich innych mozliwych uniwerséw. To istnienie jest nie-
zalezne od istnienia ludzi lub w ogdle jakichkolwiek istot, przekracza je.

. Ludzka matematyka jest jedynie czgScia abstrakcyjnej, transcendentalne;j

matematyki. Tak wigc, dowody matematyczne pozwalaja nam odkrywaé
transcendentalne prawdy o uniwersum.

. Matematyka jest czgs$cia Swiata fizycznego i dostarcza mu racjonalnej struk-

tury. Istnieja, dla przyktadu: ciagi Fibonacciego w kwiatach, spirale logaryt-
miczne w skorupach Slimakow, fraktale w zarysach goér, parabole w rzutach
oraz liczba m w sferycznych ksztattach planet, gwiazd oraz baniek mydla-
nych.

. Matematyka charakteryzuje nawet logike, a zatem takze strukture rozumo-

wania, przy tym dowolng posta¢ rozumowania, dowolnych istot.

. Uczenie si¢ matematyki to zatem uczenie si¢ jezyka natury, sposobu my-

Slenia, ktéry musi by¢ wspdlny dla wszelkich wysoce inteligentnych istot
wszedzie w kosmosie.

. Poniewaz matematyka jest odciele$niona, a rozum jest postacia logiki ma-

tematycznej, sam rozum jest odcieleSniony. Wynika z tego, ze — w zasadzie
— maszyny moga myslec.

Wszystkie te przekonania autorzy uwazaja za falszywe, za rodzaj przesadéw
na temat istoty oraz roli matematyki. W catym dalszym tekScie autorzy przyta-
czaja argumenty przeciw trafnosci powyzszych przekonan. Sg to argumenty wska-
zujace na przede wszystkim metaforyczng naturg poje¢ matematycznych. Odnosi
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si¢ to, jak zobaczymy, do podstawowej metafory matematycznej, z jaka zwigzane
jest rozumienie pojgcia nieskonczonoSci w matematyce. Przejawia si¢ owa meta-
forycznos¢ takze we wszelkich dziedzinach i na wszelkich poziomach uprawiania
matematyki, dla przyktadu, wedle autorow:

1. Liczby sa metaforycznie przedstawiane jako punkty na osi liczbowe;j.

2. W algebrze Boole’a zbioréw tworzenie obiektow jest ujmowane metafo-
rycznie w terminach operacji algebraicznych.

3. W logice matematycznej rozumowania sg metaforycznie przedstawiane jako
rachunki na symbolach.

4. W przypadku funkcji trygonometrycznych katy sa metaforycznie przedsta-
wiane jako liczby.

5. Mnozenie liczb zespolonych przedstawiane jest metaforycznie na plasz-
czyZnie zespolonej w terminach obrotow.

Te oraz dalsze metafory omawiane sa szczegétowo w kolejnych rozdziatach.
Niektore metafory maja strukturg wielopoziomowa — bazowane sa na innych me-
taforach. Ponadto, oprécz analizy zwyktych w takich przypadkach konstrukcji
(dziedzina odniesienia, dziedzina docelowa, zwiazki inferencyjne), autorzy pod-
kreSlaja takze role ztqczeri metaforycznych (metaphorical blends). Cata koncepcja
Lakoffa 1 Nufieza wspierana jest ustaleniami wspéiczesnych nauk kognitywnych.
Obok szczegdtowych wynikéw eksperymentalnych autorzy przywotuja wnioski
oraz hipotezy natury ogdlniejszej, np.:

1. Ucielesnienie umystu. To sama natura naszych ciat, mézgéw oraz codzien-
nego funkcjonowania ksztaltuje ludzkie pojecia i rozumowania, w szcze-
g6lnosci matematyczne.

2. Nieswiadomos¢ poznawcza. Wigkszo$¢ mysli jest nieSwiadoma, nie w sen-
sie Freudowskim, lecz po prostu jest niedostepna bezposredniej Swiadomej
introspekcji. Nie mozemy przyjrze¢ si¢ bezposrednio naszym systemom
pojeciowym i procesom mySlowym przebiegajacym na niskim poziomie.
Wigkszos$¢ myslenia matematycznego taki ma wtasnie charakter.

3. Myslenie metaforyczne. Istoty ludzkie w wigkszosci ujmuja pojeciowo abs-
trakcje w terminach konkretnych, uzywajac pojeé i sposobéw rozumowa-
nia ugruntowanych w systemie sensoro-motorycznym. Przez metafore po-
Jjeciowq rozumie si¢ mechanizm, w wyniku ktérego abstrakcje sa uchwyty-
wane w terminach konkretnych. Matematyka powszechnie stosuje metafory
pojeciowe.
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Wyniki badan nauk kognitywnych sktaniaja do tezy, ze mézg nie jest wcale
,urzadzeniem catkiem ogdlnego przeznaczenia” (general-purpose device). Stuzy
on przetwarzaniu informacji dotyczacej: widzenia, ruchu, orientacji przestrzennej,
wzajemnych oddzialywan interpersonalnych, emocji, jezyka, potocznych rozumo-
wan. Jezyk i cztowiecze pojecia nie sa losowe i dowolne — s3 wysoce zorganizo-
wane 1 wielce ograniczone, a to ze wzgledu na ograniczenia i strukturg mozgu,
ciala oraz Swiata zewnetrznego. W odniesieniu do samej matematyki powyzsze
ustalenia kaza zada¢ m.in. nastgpujace pytania:

1. Jakie konkretnie mechanizmy dziatania ludzkiego mézgu oraz umystu po-
zwalaja ludziom na tworzenie poje¢ matematycznych oraz rozumowania
matematyczne?

2. Czy matematyka ugruntowana na mézgu i umysle jest cala istniejqgcq ma-
tematyka? Czy tez racj¢ bytu ma matematyka w duchu Platoriskim, prze-
kraczajaca ciala 1 umysly oraz nadajaca strukturg kosmosowi (temu oraz
wszystkim mozliwym)?

Ksiazka stara si¢ odpowiedzie¢ gtéwnie na pierwsze z tych pytan, przy czym
nie jest to — bo by¢ nie moze — odpowiedZ udzielana wewnqtrz matematyki. Tere-
nem, na ktérym tych odpowiedzi si¢ udziela sa nauki kognitywne.

Natomiast pytanie drugie to jedno z podstawowych pytan filozofii matematyki.
Odpowiedz proponowana przez autorow jest taka oto:

1. Twierdzenia dowodzone przez ludzi pozostaja w dziedzinie ludzkiego sys-
temu poje¢ matematycznych.

2. Cala wiedza matematyczna, ktéra mamy lub mozemy uzyskaé to wiedza
wewnatrz ludzkiej matematyki.

3. Nie ma zadnego sposobu, aby przekonaé si¢, czy twierdzenia dowodzone
w ludzkiej matematyce maja jakakolwiek prawdziwo$¢ obiektywna, zew-
netrzng wobec istot ludzkich lub innych.

Na pierwszy rzut oka sformutowania te moga sprawia¢ wrazenie nieco tauto-
logicznych. Autorzy staraja si¢ jednak podawac bardziej rozbudowane argumenty
za ich trafnos$cia, np.:

1. Problem istnienia matematyki rozumianej po Platoisku nie moze by¢ roz-
wazany na drodze naukowej. Byty Platonskie nie moga by¢ percypowane
przez cialo, mézg, umyst. Nauka nie moze dowies¢ ani obali¢ twierdzenia
o istnieniu bytéw Platoniskich, podobnie jak w przypadku istnienia lub nie-
istnienia Boga.
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2. Rozumienie matematyki przez ludzi polega¢ moze jedynie na ujgciu jej
w terminach dostgpnych mézgowi oraz umystowi.

3. To, czym jest ludzka matematyka jest empirycznym problemem naukowym,
a nie problemem matematycznym ani filozoficznym. Tak wigc, jedynie na-
uki kognitywne, badajace mdzg, umyst oraz wiazace je zaleznosci sa w sta-
nie odpowiedziec jaka jest istota ludzkiej matematyki. W konsekwencji, ca-
to$¢ matematyki to ludzka matematyka.

4. Gdyby jednak uwazac pytanie o istotg matematyki nie za pytanie naukowe
lecz filozoficzne (albo i nawet religijne), to np. istnienie rzekomego Platon-
skiego Swiata matematyki oraz obiektywnos¢ jej prawd uzasadniane bytyby
na drodze, ktéra obecnie nie moze zosta¢ uznana za naukowa.

1 Arytmetyka

Umiejetnosci matematyczne — cho¢ oczywiscie w skromnym zakresie — poSwiad-
czane sg eksperymentalnie u ludzkich noworodkéw. Sprytnie przeprowadzane do-
Swiadczenia uwzgledniajace czas (a wigc takze intensywnoS$¢) uwagi zwracanej
przez noworodki na manipulacje niewielkim liczbami przedmiotéw pozwalaja
postawi¢ teze, ze dla takich minimalnych dziedzin, liczacych do okoto czterech
elementéw noworodki sa w stanie zdawac sobie sprawe¢ z dzialan dodawania oraz
odejmowania.

Niezaleznie od kultury oraz wyksztalcenia, wszyscy ludzie dysponuja zdolno-
Scig bezrefleksyjnego, natychmiastowego ustalenia z jaka niewielka liczba obiek-
tow maja do czynienia — ogranicza si¢ to do co najwyzej (mniej wigcej) czte-
rech obiektow. Przy wigkszej liczbie obiektow wymagana jest juz pewna refleksja,
dziatania polegajace na porzadkowaniu i liczeniu. Te uniwersalng bezrefleksyjna
umiejetnos$¢ autorzy nazywaja subitizing. Podkresli¢ nalezy, ze nie mowi si¢ tu
o manipulacjach na symbolach, lecz jedynie na samych obiektach. Odnosi si¢ ona
nie tylko do wzroku, ale takze np. do wrazen stuchowych. Podobne umiejgtnosci
arytmetyczne poSwiadcza si¢ roOwniez u Braci Mniejszych, nie tylko naczelnych.

Poswiadcza si¢ eksperymentalnie, ze uszkodzenia w obrebie zakretu kqtowego
(angular gyrus) (znajdujacego si¢ w dolnej korze ciemieniowej (inferior parietal
cortex)) wiaza si¢ z utratg zdolnoSci arytmetycznych. Nalezy zwréci¢ uwage, ze
zakret katowy jest anatomicznie potozony w rejonie, gdzie znajduja si¢ powiaza-
nia neurondw zwiazanych ze wzrokiem, stuchem oraz dotykiem.

W kazdym jezyku etnicznym mamy do czynienia z wyrazaniem réznego ro-
dzaju zaleznosci przestrzennych, ktére — dla kognitywisty — stanowig podstawg do
wyodrebnienia odpowiednich schematow obrazowych (image schemas). Przykta-
dem takiego schematu jest: pojemnik (wraz z wnetrzem, brzegiem, zewngtrzem).
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Schematy zwiazane sa tez z systemami zaleznosci aspektowych. Ruch 1 jego wy-
razanie dostarczaja schematu Zrodto—droga—cel, itd.

Tworzymy metafory pojeciowe dokonujac przyporzadkowan z jednej dzie-
dziny w inng — dla przyktadu, w metaforze stany emocjonalne to miejsca w prze-
strzeni lub stany fizyczne przyporzadkowujemy emocjom, uczuciom, itp. miejsca
lub cechy fizyczne: by¢ w depresji, zywic ciepte uczucia, itp. Takich metafor poje-
ciowych jest niezliczone mrowie, wiele z nich opisano doktadnie w (Lakoff, John-
son 1980). Kategorie rozumiemy np. jako pojemniki, mitos¢ jako partnerstwo (w
cywilizacji Zachodu), itd.

Ziqcze pojeciowe to kombinacja dwdch réznych struktur poznawczych wraz
z ustalonymi odpowiednioSciami pomigdzy nimi. Jesli te polaczenia sa metafo-
ryczne, to méwimy o ziqczu metaforycznym. Za przyktad niech stuzy tu oS licz-
bowa, ktora korzysta z metafory liczby to punkty na prostej.

Pomijamy dyskusje wielu szczegdétéw dotyczacych zdolnoSci tworzenia me-
tafor. Autorzy wyrdzniaja dwa typy metafor pojgciowych w matematyce:

1. Metafory bazujqce. Dostarczaja podstawowych, bezposrednio ugruntowa-
nych poje¢. Dla przyktadu: dodawanie jako grupowanie razem obiektow.

2. Metafory tqczqce. Dostarczaja bardziej abstrakcyjnych poje€. Dla przykta-
du: liczby to punkty na prostej, figury geometryczne to rGwnania algebra-
iczne.

W przypadku arytmetyki autorzy omawiaja gtdwnie metafory pierwszego ty-
pu. W metaforze ujmujacej arytmetyke jako grupowanie obiektow dokonuja przy-
porzadkowania kolekcjom obiektow, relacjom migedzy nimi, operacjom na nich
odpowiednio: liczb, relacji i operacji arytmetycznych. Uzyskuja w ten sposéb
roéwniez ugruntowanie pewnych elementarnych praw arytmetycznych.

Inna metafora to arytmetyka jako konstruowanie obiektéw. Operacje na cze-
Sciach obiektow przetwarzane sa na operacje arytmetyczne. Trzecia z kolei me-
tafora to metafora odcinka pomiarowego — jego uzycia w odniesieniu do obiek-
téw fizycznych transponowane sa na odpowiednie operacje na liczbach. Wreszcie,
wspomina si¢ o czwartej podstawowe] metaforze: arytmetyka jako ruch wzdtuz
drogi. Takze tutaj obiekty fizyczne 1 relacje migdzy nimi transponowane sa na
liczby i taczace je relacje.

Wspomniane wyzej cztery metafory odpowiedzialne sa, zdaniem autoréw, za
traktowanie liczb jako rzeczy w swiecie. To z kolei ma m.in. i1 t¢ konsekwencje, ze
metaforycznie ugruntowane zostaja rozne zasady domknigcia w arytmetyce: skoro
operowanie na obiektach fizycznych pewnego rodzaju daje obiekty tego samego
rodzaju, to pewne operacje w ustalonym systemie liczcbowym nie wyprowadzaja
poza ten system.

111



Jerzy Pogonowski: Geneza matematyki wedle kognitywistow

Wreszcie, podkresla sig, ze rachunki dokonywane sa na symbolach, a nie na
samych liczbach. Tak wigc, rachunki wykonywaé mozna nawet catkowicie bez-
mySlnie, o ile tylko zna si¢ odpowiednie algorytmy rachowania.

2 Algebra, logika, zbiory

Autorzy twierdza, ze polaczenie ustalen historycznych z wynikami badan kogni-
tywnych pozwala lepiej rozumie¢ obowigzujace w matematyce standardy — przede
wszystkim standard gruntowania poszczegdlnych teorii matematycznych na bazie
aksjomatycznej. Standard ten — ujawniony po raz pierwszy w aksjomatycznym
systemie geometrii Euklidesa — miatby si¢ wywodzi¢ z dazenia Grekéw do cha-
rakterystyki istoty (essence) zjawisk, z poszukiwania ogdlnych zasad, rzadzacych
Swiatem, z ktérych datoby si¢ wyprowadzié¢ wszelkie na temat Swiata ustalenia.

Jako wyraziste przyklady postugiwania si¢ pojeciem isfoty w matematyce au-
torzy podaja rozwazania algebraiczne. Abstrakcyjne struktury algebraiczne po-
siadaja wielorakie — chcialoby si¢ rzec bardziej konkretne — realizacje. Dla przy-
ktadu, struktura tréjelementowej przemiennej grupy addytywnej widoczna jest
w konkretnych strukturach arytmetycznych (dodawanie modulo 3), geometrycz-
nych (stosowna grupa obrotéw), badz jeszcze innych. To, zdaniem autoréw, ko-
lejna wazna metafora matematyki: istota systemu matematycznego to jego struk-
tura algebraiczna.

Logikom XIX wieku (De Morgan, Boole) autorzy przypisuja postugiwanie
si¢ metafora: klasy to pojemniki, a nastgpnie wykorzystaniem tego, ze liczby (oraz
pewne prawa arytmetyczne) daja si¢ przeksztalci¢ (metaforycznie) na klasy (oraz
pewne operacje na nich). Dalej, metafora Boole’a mialaby polegaC na przenie-
sieniu zalezno$ci algebraicznych na zaleznoSci w elementarnym rachunku klas
(zbioréw), a przyporzadkowanie klasom standéw $wiata sadow (w ktérych sady
owe sa prawdziwe) miataby pozwala¢ na wyksztalcenie rachunku zdan. Pewne
proste prawa rachunku zdan znajduja przy tym swoje odzwierciedlenie w zasa-
dach dotyczacych operowaniem pojemnikami (prawa: wytqczonego Srodka, mo-
dus ponens, modus tollens, sylogizmu hipotetycznego).

Uwagi dotyczace teorii mnogosci sa raczej skromne. Autorzy wskazuja m.in.
na:

1. metafor¢ (pochodzaca od von Neumanna) traktowania liczb naturalnych
jako zbioréw;

2. metaforg Cantora, pozwalajaca — w terminach relacji réwnoliczno$ci — po-
rownywac moce zbioréw;
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3. interpretacje zbioréw jako graféw, z rozréznieniem zbioréw spetniajacych
badzZ nie aksjomat ufundowania.

Autorzy nie uwzgledniaja waznego aksjomatu teorii Zermela-Fraenkla, a mia-
nowicie aksjomatu zastegpowania. Jak wiadomo, bez tego aksjomatu nie mozna
wykona¢ wielu podstawowych operacji w teorii mnogosci. W pewnym sensie, ak-
sjomat zastgpowania jest rowniez swoistym aksjomatem nieskoficzonos$ci. Wyko-
rzystywany jest w definicjach przez indukcje pozaskoriczong. Nie potrafimy wska-
za¢ powodu, dla ktérego autorzy go pomingli. Mozna chyba zbudowaé stosowna
metaforg, oddajaca sens tego aksjomatu; w uproszczeniu chodzi przeciez o to, ze
obraz zbioru wzgledem funkcji takze jest zbiorem.

3 UdcieleSnienie nieskonczonosci

3.1 Podstawowa metafora nieskonczonosci

Procesy w ogdlnosci ujmowane sa w terminach metafory pojeciowej, wedle kto-
rej sa one ruchami, za czym kognitywisci argumentowali juz wczesniej. Ponadto,
ciagle procesy, bez wyraznego zaznaczenia ich zakonczenia ujmowane sa jako
(dyskretne) procesy powtarzalne. W przypadku doSwiadczenia potocznego wska-
zywad na to ma m.in. zréznicowanie gramatycznej kategorii aspektu w jezykach
etnicznych. Autorzy pisza (Lakoff, Nafez 2000: 157):

Why is this metaphor important for infinity? The reason is that we
commonly apply it to infinitely continuous processes. Continuous
processes without end — infinite continuous processes — are concep-
tualized via this metaphor as if they were infinite iterative proces-
ses, processes that iterate without end but in which each iteration has
an endpoint and a result. For example, consider infinitely continu-
ous motion, which has no intermediate endpoints and no intermediate
locations where the motion stops. Such infinitely continuous motion
can be conceptualized metaphorically as iterated motion with inter-
mediate endings to motion and intermediate locations — but with infi-
nitely many iterations.

This metaphor is used in the conceptualization of mathematics to
break down continuous processes into infinitely iterating step-by-step
processes, in which each step is discrete and minimal. For exam-
ple, the indefinitely continuous process of reaching a limit is typi-
cally conceptualized via this metaphor as an infinite sequence of well-
defined steps.
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Wprowadzanie do rozwazan matematycznych obiektow infinitarnych jest —
wedle autoréw — SciSle zwiazane z podstawowa metafora, kazaca ,,uzupetni¢”
powtarzalny process, z nieokreSlong liczba owych powtérzen, przez ostateczny
wynik takiego procesu. Ten ostateczny wynik to nowy obiekt, majacy cechy nie-
skoniczonosci aktualnej. Hipoteza autoréw jest nastgpujaca (Lakoff, Nafez 2000:
158):

We hypothesize that all cases of actual infinity — infinite sets, points
at infinity, limits of infinite series, infinite intersections, least upper
bounds — are special cases of a single general conceptual metaphor in
which processes that go on indefinitely are conceptualized as having
an end and an ultimate result. We call this metaphor the Basic Meta-
phor of Infinity, or the BMI for short. The target domain of the BMI is
the domain of processes without end — that is, what linguists call im-
perfective processes. The effect of the BMI is to add a metaphorical
completion to the ongoing process so that it is seen as having a result
— an infinite thing.

Autorzy odnajduja t¢ podstawowa metafore w wielu konstrukcjach, omawia-
nych w dalszych rozdziatach. Miataby ona ingerowac¢ we wszelkich sytuacjach,
gdy dokonujemy w matematyce jakiego$ przejscia do granicy, zastosowania ja-
kiej$ zasady domknigcia, a takze gdy korzystamy z zasady indukcji matematycz-
nej.

3.2 Liczby rzeczywiste i granice

Wspomniang wyzej podstawowa metafore nieskoniczonosci wykorzystuja autorzy
w wielu przypadkach szczegélnych, m.in.:

1. nieskonczone rozwiniecia dziesietne,

2. granice ciaggéw nieskoniczonych,

3. szeregi nieskonczone (oraz ich sumy),

4. granice funkcji,

5. kresy gorne i dolne,

6. przekroje nieskoniczonych rodzin przedzialéw zstepujacych.
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W istocie sa to wszystko — naszym zdaniem — préby wskazania na obec-
no$¢ pewnych prawidlowosSci w procesie tworzenia poje¢ matematycznych, gdy
chcemy (lub musimy) wprowadza¢ nowe obiekty, ktére nie powstaja poprzez
skoficzony jedynie ciag operacji. Autorzy twierdza, ze liczby rzeczywiste two-
rzone sa — réznymi sposobami — z wykorzystaniem BMI. Wzajemnie jednoznaczne
odpowiedniosSci pomigdzy wytworzonymi owymi réznymi sposobami obiektami
pozwalaja matematykom — wedle opinii autor6w — na méwienie o jednej struktu-
rze: the real numbers. W konkluzji rozdziatu dodaja jednak, ze wiasciwie nie jest
wcale oczywiste, iz liczby rzeczywiste musialyby by¢ tworzone z uzyciem tej lub
innej wersji BMI.

3.3 Liczby pozaskonczone

Uwagi tego rozdziatu sa dos¢ skromne. Przypomina si¢ metod¢ przekatniowa
Cantora. Przywotuje si¢ nieco propedeutycznych uwag na temat liczb porzad-
kowych i kardynalnych. Czytelnik nieobeznany z teoriag mnogosci moze odnie$¢
wrazenie, ze kolejne moce nieskonczone definiowane sa w niej poprzez konstruk-
cje: zbioru potggowego oraz sumy rodziny zbioréw. Tak rzecz jasna nie jest: skala
alefow wprowadzana jest na innej drodze (z wykorzystaniem przyporzadkowania
Hartogsa). Liczby kardynalne sa poczqtkowymi liczbami porzadkowymi. Odpo-
wiednio$¢ migdzy skalg aleféw a skala mocy zbioréw tworzonych kolejno z ja-
kiego$ zbioru nieskoniczonego (ktérego istnienie gwarantuje aksjomat nieskon-
czonosci) poprzez iterowanie operacji brania zbioru potegowego (kroki nastepni-
kowe) oraz operacji brania sumy (kroki graniczne) nie jest, jak wiadomo, ustano-
wiona przez aksjomatyczng teori¢ mnogosci Zermela-Fraenkla: uogdlniona hipo-
teza kontinuum jest od aksjomatow tej teorii niezalezna.

Wydaje sig, ze to nie tylko BMI dostarcza ,,mechanizmu” dla tworzenia Can-
torowskiej skali nieskonczonosci. Sadzimy, ze warto bytoby w tym kontekscie
wspomnied o innej jeszcze idei, uwazanej za podstawowa w Cantorowskiej teorii
mnogosci, a mianowicie idei ufundowania. To jednak temat na osobna dyskusje.

3.4 WielkoSci nieskonczenie mate

Ten z kolei rozdzial jest do$¢ rozbudowany. Autorzy pisza o nieskonczenie ma-
tych, wprowadzonych do rachunku rézniczkowego i calkowego przez Leibniza
(wtasciwie uczynionych przez nich ,,bardziej znanymi” w ich sformutowaniu).
Twierdza, ze zarbwno Newton, jak 1 Leibniz stosowali metaforg: zmiana chwi-
lowa to zmiana Srednia wzgledem nieskoriczenie matego przedziatu. Metafora ta
wymaga jeszcze — aby wykonalne byty rachunki — jakiej$ arytmetyzacji owego
pojecia nieskoriczenie maty. Tu Newton i Leibniz si¢ r6znia. Pochodna funk-
cji dla danego argumentu liczbowego u Newtona to styczna do wykresu funk-
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cji w punkcie, ktérego odcigtej przyporzadkowano owa warto$¢ liczbowa. Z ko-
lei sama styczna jest granicznym potozeniem siecznej. Brane pod uwage odcinki
siecznej, gdy przyrost argumentu Ax stawal si¢ dowolnie maly miaty jednak za-
wsze okreslong dtugo$¢ — mozna byto im przyporzadkowaé pewng liczbg. Roz-
nica dlugosci odcinka siecznej do dtugosci odpowiedniego odcinka stycznej byta
zatem takze zawsze okre§lona liczbowo. Przy dowolnie matym przyroScie argu-
mentu réznica ta wyrazata si¢ arytmetyczna funkcja argumentu Ax. Jesli war-
toS¢ tej funkcji stawala si¢ dowolnie mata, to mozna ja byto ignorowac i w ten
spos6b rachunek na dtugosciach siecznych moégt stuzy¢ za wystarczajaco dobre
przyblizenie, wyznaczajace styczng. U Newtona mamy wigc przejscie graniczne
w odniesieniu do obiektéw geometrycznych.

Inaczej u Leibniza — wprowadza on nieskonczenie mate jako wielkosci czy-
sto arytmetyczne, jako samoistnie istniejqce obiekty matematyczne. Gdy odcinki
siecznych u Newtona maja dtugosci, bedace liczbami rzeczywistymi, to dtugosci
owe u Leibniza wyrazone sa liczbami nieskoficzenie matymi. Geometryczne uje-
cie Newtona zyskato solidny grunt arytmetyczny dopiero w wieku XIX, z chwilg
arytmetyzacji analizy. W analizie matematycznej uprawianej wedle standardu usta-
nowionego przez Weierstrassa nie byto miejsca na nieskonczenie mate Leibniza.
Na ich precyzyjny opis matematyczny poczeka¢ musieliSmy do prac Abrahama
Robinsona z potowy wieku XX, ustanawiajacych podstawy analizy niestandardo-
wej. W opisie tym wykorzystuje si¢ konstrukcje ultraproduktu. Liczby hiperrze-
czywiste otrzymujemy jako ultraprodukt RY /U, gdzie R jest zbiorem wszystkich
liczb rzeczywistych, N zbiorem wszystkich liczb naturalnych, a U ultrafiltrem
niegléwnym w rodzinie ©(N) wszystkich podzbioréw zbioru N. To znana kon-
strukcja, pochodzaca w ogdélnosci od Losia. W pewnym sensie antycypowat ja tez
Skolem, budujac swdj niestandardowy model arytmetyki.

Autorzy nie przedstawiaja szczegétowo tej konstrukcji. Trudno czynié im z te-
go powodu zarzuty, gdyz precyzyjny opis konstrukcji ultraproduktu wymaga wpro-
wadzenia szeregu poje¢¢ dodatkowych. Ciekawa jednak mogtaby by¢ préba ujecia
tego typu rozumowan w ramach podejScia propagowanego w ksiazce. Trzeba by-
toby w tym celu znalezZ¢ odpowiednie metafory dla konstrukcji, oddajacych ideg
rownosci prawie wszedzie. Takie konstrukcje wystepuja powszechnie w matema-
tyce — nie tylko we wspomnianym przypadku ultraproduktéw, ale réwniez np.
w teorii miary, w analizie funkcjonalnej, teorii prawdopodobienistwa, itd.

Zamiast tego, autorzy staraja si¢ w popularny sposéb przedstawic cos, co na-
zywaja liczbami ziarnistymi (granular numbers). Ma to by¢ — jak si¢ zdaje — oswo-
jenie czytelnika z intuicjami zwigzanymi z wprowadzaniem wielkoSci (liczb) nie-
skonczenie matych. Po uwagach dotyczacych twierdzenia o zwartosci (w wersji
semantycznej) autorzy staraja si¢ je wykorzystaé dla intuicyjnego wprowadzenia
pierwszej liczby nieskoriczenie matej 6, odwolujac si¢ przy tym, rzecz jasna, do
swojej ulubionej BMI, podstawowej metafory nieskonczonosci (zaktada si¢ tez,
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1z spelnione sg aksjomaty dla liczb rzeczywistych):
1. Niech x bedzie dodatnia i mniejsza od 1.

Niech x bedzie dodatnia 1 mniejsza od %

Niech x bgdzie dodatnia i mniejsza od %

Niech x bedzie dodatnia 1 mniejsza od i.

A i

W kroku granicznym, niech § bgdzie liczba spetniajaca wszystkie powyz-
sze warunki. Liczba taka istnieje, na mocy twierdzenia o zwartosSci, bo dla
kazdego skoriczonego uktadu powyzszych formut istnieje liczba czyniaca
zado$¢ wszystkim warunkom wyrazonym w formutach tego uktadu.

Nastepnie oswajani zostajemy z H, liczba nieskoriczenie duzq, okreSlong jako
%. Potem otrzymujemy nieskonczenie male i nieskonczenie duze réznych rzedow,
poprzez operacje arytmetyczne (w szczegdlnosci, potegowanie). Autorzy dodaja
explicite, ze owe nieskonczenie mate oraz nieskonczenie wielkie liczby odnaj-
dujemy w innym, r6znym od standardowego, modelu teorii liczb rzeczywistych
(oraz catego nieskoniczonego uktadu powyzej wyliczonych formut).

4 Program dyskretyzacji matematyki

4.1 Punkty i kontinuum

Autorzy zwracaja uwage na dwa sposoby pojeciowego ujmowania przestrzeni
w matematyce. Pierwsze z nich wiaza z naturalnym pojmowaniem przestrzeni,
takim, jakie prawdopodobnie akceptujemy wszyscy w do§wiadczeniu potocznym.
Tu przestrzen jawi si¢ jako absolutnie ciqgta (podobnie plaszczyzna). Nie sktada
si¢ ona z zadnych obiektow, a raczej jest jakby tfem, na ktorym obiekty sq umiesz-
czane. Linie proste oraz krzywe sa absolutnie ciagle, jak drogi przebiegane przez
poruszajacy si¢ punkt. Wreszcie, punkty same nie sg obiektami, a jedynie loka-
lizacjami: w przestrzeni, na ptaszczyZnie, na prostej. Z ostatnimi z tych pojeé
wiazemy intuicyjne pojecie wymiaru.

To ,,naturalne” rozumienie przestrzeni zaczyna si¢ zmieniaC, pisza autorzy,
w miarg oswajania metafory: liczby to punkty na prostej (a uklady liczb odpo-
wiadaja punktom na ptaszczyZnie i w przestrzeni). Rozwija si¢ t¢ metafore w po-
czatkach: geometrii analitycznej oraz rachunku rézniczkowego. We wspotczesne;j
matematyce autorzy zauwazaja intensywny rozwoj programu jej dyskretyzacji,
rozpoczetego w wieku XIX, do realizacji ktérego przyczynity sig:
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1. Program arytmetyzacji analizy, ktéry miat na celu m.in. wyeliminowanie
,haturalnego” rozumienia pojgcia przestrzeni ciaglej i zastapienie go repre-
zentacja arytmetyczna.

2. Program formalizacji, ktéry zmierzal do ujgcia matematyki jako manipula-
cji dyskretnymi symbolami.

3. Logika symboliczna, ktéra miata reprezentowa¢ rozumowania na drodze
dyskretnej, z wykorzystaniem dyskretnych symboli.

4. Logicyzm, ktéry zamierzal zredukowac¢ matematyke do logiki symboliczne;j
oraz teorii mnogosci.

5. Topologia ogdlna, ktéra proponowata zastapienie wspomnianego ,,natural-
nego” rozumienia pojecia ciaglej przestrzeni przez rozumienie oparte na
pojeciach teorii mnogosci.

Wspdtczesnie przestrzeti (ptaszczyzna, prosta) pojmowana jest wigc jako zbior,
ktérego elementami sa punkty. RozmySlajac nad ewolucja rozumienia pojecia
przestrzeni trzeba pamigtac, ze — powiedzmy — dwieScie lat temu rozumienie to
bylo inne, byto wtasnie owym ,,naturalnym” rozumieniem. Od XIX wieku w ma-
tematyce rozwaza si¢ jednak wiele réznorodnych przestrzeni — nie mamy przy
tym na mysli jedynie wlaczenia do tych rozwazah geometrii nieeuklidesowych.
Wazne uogdlnienia podal Riemann — prowadza one do pojgcia rozmaitosci. To-
pologia ogdélna wypracowala calkiem ogélne pojecie przestrzeni, ktérej bardzo
szczegblnym przypadkiem jest znana ze szkoty przestrzen kartezjaniska. Dysponu-
jemy ogdlnymi pojeciami: metryki oraz normy, i tutaj réwniez np. znana ze szkoty
metryka wyznaczona przez miar¢ odcinka (przez warto$¢ bezwzgledna) jest tylko
szczegdlnym przypadkiem. Rozwazamy przestrzenie, ktérych elementami moga
by¢ dos¢ skomplikowane twory matematyczne, poczynajac, powiedzmy, od funk-
cji. Analiza funkcjonalna dostarcza Srodkéw do badania przestrzeni funkcyjnych
oraz operatoréw okreslonych na takich przestrzeniach. Trudno obecnie wyobrazi¢
sobie inny niz teorio-mnogosciowy (lub teorio-kategoryjny) paradygmat, w kto6-
rym jednolicie datoby si¢ opisaé tak réznorodne przestrzenie.

Autorzy staraja si¢ eksplikowac rozumienie pojgcia punktu przy uzyciu BMI,
podstawowe] metafory nieskoficzono$ci — np. w zastosowaniu do zstgpujacego
ciagu dyskow o coraz mniejszych Srednicach. Przywotuja w tym kontekscie ewen-
tualno$¢ uwzglednienia dyskow o Srednicach bgdacych liczbami nieskonczenie
matymi. Wskazuja na pewne trudnosci, ktére moga pojawiac si¢, gdy pytamy np.
co mialoby znaczy¢, ze punkty si¢ stykajq.

Uwagi autoréw na temat wspoétczesnego rozumienia takich poje¢ jak np. punkt
warto moze uzupetnic spostrzezeniem, ze mozemy tez kultywowac takie rozumie-
nie pojeé przestrzennych, w ktérych wyjsciowymi pojeciami bytyby np. obszary,
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a punkty stawaly by si¢ wtedy (by¢ moze wysoce skomplikowanymi) konstruk-
cjami. W istocie, jest to podejScie obecne w réznych koncepcjach mereotopolo-
gicznych.

Nie kryjac swoich emocji, autorzy z naciskiem podkreslaja istotne réznice
pomigdzy ,,naturalnym” rozumieniem ciaglej przestrzeni a rozumieniem odwotu-
jacym si¢ do programu dyskretyzacji, w ktérym przestrzen jest zbiorem, a jego
elementami sa punkty. Przywotuja w tym miejscu m.in. znane przykiady ,,funk-
cji wypetniajacych przestrzen” (doktadniej: kwadrat jednostkowy), ktére — przy
rozumieniu ,,naturalnym” wcale, wedle ich sformulowania, takiej wlasnosci wy-
petniania nie maja.

Za wazne i trafne uwazamy nastgpujace uwagi autoréw, podane w zakorcze-
niu tego rozdziatu (Lakoff, Nufiez 2000: 290):

The passion for closure pushed the mathematical community to find
all the linearly ordered numbers that could be solutions to polynomial
equations — that is, the system of all linear numbers closed under the
operations of addition and multiplication, including all the limits of
sequences of such numbers.

The principle of closure then had another effect. It tended to keep
the mathematical community from looking further at ordered number
systems that were not required for closure — systems such as hyperre-
als. Though infinitesimals were used successfully in mathematics for
hundreds of years, the drive for closure of a linear number system led
mathematicians to stop with the reals. Closure took precedence over
investigating the infinitesimals.

Achieving closure for the real numbers meant “completing” the inte-
gers and the rationals. Since numbers were seen as points on the line,
that meant “completing” the line — the entire “continuum”, finding
a “real” number for every possible point. The cardinality of the real
numbers — the numerical “size” as measured by Cantor’s metaphor —
became the “number of points on the line”. And the Continuum hypo-
thesis, which is about numbers, was thought of as being about points
constituting the naturally continuous line.

What was hidden was that “completeness” — closure with limit points
— under the discretization program wound up defining what a “point”
on a “line” was to be.

Te uwagi autor6w nalezy jednak, naszym zdaniem, skonfrontowac takze z na-
stegpujacymi ustaleniami samej matematyki:
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1. Wyniki dotyczqace mozliwych wartosci mocy kontinuum. Potggowanie liczb
kardynalnych to bardzo trudna operacja, w teorii mnogosci podano jednak
szereg twierdzen ja charakteryzujacych (Tarski, Easton, Silver, Shelah,...).
Jeszcze w naiwnej teorii mnogosci, przed aksjomatyzacja, udowodniono
(Konig), ze moc kontinuum nie ma przeliczalnej wspotkoricowosci. Jak wy-
nika z ustalen teorii mnogos$ci, kontinuum moze przybieraé prawie catkiem
dowolng wartoS¢ na skali alefow. Nie jest wigc tak — jak mogloby zdawac
si¢ laikowi po lekturze tego rozdziatu — iz matematycy nie sa Swiadomi owej
dowolnosci warto$ci mocy kontinuum. Osobng kwestig jest oczywiscie to,
czy ta dowolnos$¢ przektada si¢ na to, co autorzy pisza o ,,naturalnym” ro-
zumieniu pojecia przestrzeni ciagle;j.

2. Twierdzenia o izomorfizmie. Uwagi autoréw o ,,zasadzie domknigcia” moga
wydac si¢ nieco zwodnicze. Istotnie, matematycy badali struktury domknigte
na operacje arytmetyczne (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie)
— badania te zawierajq teorie: pierscieni oraz ciat. W szczegblnosci, otrzy-
mano twierdzenia (Frobenius, Hurwitz, Ostrowski, Pontriagin,...) charak-
teryzujace, z doktadnoscia do izomorfizmu te algebry z dzieleniem, w kto-
rych owe podstawowe operacje arytmetyczne sa wykonalne. Twierdzenia
te biorg pod uwage powigzanie wlasnosci: arytmetycznych, porzadkowych
oraz topologicznych. Wyrdzniaja algebry: liczb rzeczywistych, liczb zespo-
lonych, kwaternionéw oraz oktonionéw, przy czym tylko w dwoch pierw-
szych mnozenie jest przemienne (a mnozenie oktonionéw nie jest nawet
taczne). Liniowo uporzadkowane jest ciato liczb rzeczywistych — w ciele
liczb zespolonych nie mozna wprowadzi¢ porzadku zgodnego z dzialaniami
arytmetycznymi. Bada si¢ réwniez ciata niearchimedesowe — np. ciata liczb
p-adycznych, gdzie p jest liczba pierwsza. Wreszcie, bada si¢ tez inne jesz-
cze struktury, w ktérych wspotwystepuja wlasnosci arytmetyczne, porzad-
kowe oraz topologiczne — np. liczby hiperrzeczywiste (o ktérych autorzy
wspominaja), liczby superrzeczywiste. Liczby nieskoficzenie mate to poja-
wiaja si¢ w rozwazaniach matematycznych, to z nich znikaja, by potem —
w innej postaci, w innej szacie matematycznej — znowu si¢ pojawic. Nie-
skonczenie mate w analizie niestandardowej badane sa intensywnie dopiero
od okoto p6t wieku, trudno przewidzied, jak intensywny bedzie rozwdj tej
dyscypliny. Istotnie, ze wzgledu na wielo$¢ zastosowan najbardziej popu-
larne jest reprezentowanie ,.kontinuum liniowego” przez zupeline ciato upo-
rzadkowane liczb rzeczywistych. To, czy wspomniane kontinuum uzyska
powszechnie akceptowane wsréd matematykéw inne reprezentacje zalezy,
naszym zdaniem, od tego, jakie ciekawe i wazne w zastosowaniach konse-
kwencje ujawnig si¢ w tych reprezentacjach. Nie jest to perspektywa kilku,
kilkunastu czy nawet kilkudziesigciu lat — zwréémy uwage, ze do petnego
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,oswojenia” liczb rzeczywistych w matematyce, do podania pierwszych
wystarczajaco precyzyjnych definicji, potrzeba byto okoto dwéch tysiecy
lat.

4.2 Ciaglos¢ dla liczb: metafora Dedekinda

Konstrukcje Dedekinda liczb rzeczywistych uwazaja autorzy za jeden z wazniej-
szych momentéw w historii wspoétczesnej matematyki. Jak wiadomo, podano r6z-
ne definicje (mozna wyliczy¢ bodaj dwanascie najwazniejszych) pojecia liczby
rzeczywistej. Zwykle przywotuje si¢ w podrecznikach jedna z dwoéch definicji:
Cantora (liczby rzeczywiste jako klasy abstrakcji stosownej relacji réwnowazno-
Sci migdzy ciagami Cauchy’ego) lub Dedekinda (liczby rzeczywiste jako prze-
kroje zbioru liczb wymiernych).

Konstrukcj¢ Dedekinda autorzy chca oczywiscie zaprezentowaé jako wynik
zastosowania szczegdlnych metafor. Méwia wigc o: metaforze przekroju geome-
trycznego Dedekinda oraz metaforze przekroju arytmetycznego Dedekinda. Cytuja
wybrane fragmenty Stetigkeit und irrationale Zahlen, przywotuja intuicje zwia-
zane z ludowq teoriq mierzenia i wielkosci (The Folk Theory of Measurement and
Magnitude), a konstrukcje Dedekinda podsumowuja nastgpujaco (Lakoff, Nufez
2000: 302):

In short, the Dedekind Arithmetic Cut metaphor states: A real number
is an ordered pair of sets (A, B) of rational numbers, with all the ra-
tionals in A being less than all the rationals in B, and all the rational
numbers are in AU B.

Dodaja réwniez, ze wspomniane metafory Dedekinda wzigte tacznie ukazuja,
ze przekroje liczb wymiernych wyczerpuja ogét liczb rzeczywistych, i w szcze-
gblnosci eliminuja z analizy nieskoficzenie mate. Argumentuja nastgpujaco:

1. Metafora przekroju geometrycznego Dedekinda (wykorzystujaca Rame Po-
Jeciowq Przekroju, Dedekind’s Cut Frame — bgdaca metafora linia liczb wy-
miernych wraz z punktem C' na tejze linii, dzielacym wszystkie liczby wy-
mierne na rozlaczne zbiory A i B, gdzie wszystkie liczby w A sa mniejsze
od wszystkich liczb w B) polega na przyporzadkowaniu tej ramie, w dzie-
dzinie docelowej, polaczenia metaforycznego linia liczb rzeczywistych wraz
Ze wspomniang rama.

2. Dedekind ma zaktada¢ istnienie liczby rzeczywistej dla kazdego punktu
prostej. Daje to podstawe dla Measurement Criterion for Completeness liczb
rzeczywistych.
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. Powyzsze kryterium zaktada, wedle autoréw, potaczenie metaforyczne liczby

to punkty na linii oraz aksjomat Archimedesa.

. Z ostatnich dwoch zatozen wynika jednoznaczno$¢ konstrukcji kazdej liczby

rzeczywistej.

. Arytmetyczna metafora przekroju gwarantuje, ze w zbiorze liczb rzeczywi-

stych zdefiniowanych przez Dedekinda nie ma zadnych luk (gaps).

. Tak wigc, przekroje liczb wymiernych wyczerpuja ogét liczb rzeczywi-

stych.

. Wreszcie, ciagloS¢ prostej rzeczywistej miataby by¢ gwarantowana meta-

fora: Continuity for the Number Line Is Arithmetic Gaplessness.

Przyznajemy, ze nie we wszystkim potrafimy nadazy¢ za argumentacja auto-
row. W szczegdlnosci, trudno nam si¢ zgodzié, aby najwazniejsze w konstrukcji
Dedekinda bylo jego rzekome inspirowanie si¢ pojeciami geometrycznymi. Wy-
daje sig, ze nalezaloby raczej zwrdci€ uwage na nastgpujace sprawy:

1.

Istotnie, Dedekind chcial wyeliminowaé z méwienia o liczbach rzeczywi-
stych wszelkie intuicyjne odniesienia geometryczne. Na drugim niejako
planie wskazywat na mozliwo$¢ ustalenia wzajemnie jednoznacznej odpo-
wiednio$ci migdzy skonstruowanymi liczbami rzeczywistymi a punktami
prostej rzeczywistej.

. Dedekind podaje dowdd, ze rodzina wszystkich przekrojow liczb wymier-

nych, ze stosownie zdefiniowanym porzadkiem tych przekrojéw ma wia-
sno$¢ ciqgtosci, w tym sensie, iz porzadek ten nie zawiera luk.

. Dedekind pokazuje, ze w zbiorze wszystkich przekrojow liczb wymiernych

okreslic mozna dziatania arytmetyczne. Wspéiczesnie dodamy: operacje
arytmetyczne zgodne z porzadkiem. Liczby rzeczywiste Dedekinda tworza
wigc cialo uporzadkowane w sposéb ciagly.

Kazde ciato uporzadkowane w sposéb ciagly jest archimedesowe.

Dedekind pokazuje, ze liczby wymierne tworza osrodek w zbiorze liczb
rzeczywistych.

. Gdy rozwazymy liczby hiperrzeczywiste ze standardowo definiowanym dla

nich porzadkiem (R*, <y/) (gdzie U jest uzywanym w konstrukcji ultrafil-
trem niegtéwnym), to mozna zauwazyc, ze:
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(a) Rodzina R* wszystkich przekrojéw zbioru (R*, <) jest ciagta w sen-
sie Dedekinda.

(b) Ani (R*, <y) ani rodzina R* tych przekrojéow nie jest przestrzenia
osrodkowa.

(c) W konsekwencji, zadna z tych struktur nie jest izomorficzna ze stan-
dardowo uporzadkowanym zbiorem liczb rzeczywistych (R, <).

(d) Liczby nieskoriczenie male sa domknigte na dodawanie i mnozenie
(tworza pierscien). Jednak w zbiorze wszystkich przekrojow struktury
(R*, <) nie mozna okresli¢ dziatari arytmetycznych tak, aby uzyskac
strukture ciata. Gdy bowiem rozwazy¢ przekrdj (A, B) taki, ze A to
wszystkie ujemne liczby hiperrzeczywiste oraz liczby nieskonczenie
mate, a B to reszta liczb hiperrzeczywistych, to widaé, iz przekroj
ten wyznacza luke. Zgodnie z definicja proponowana dla przekrojow
powinno by¢:

(A,B)+ (A,B) = (A, B)

(AvB) X (A> B) = (A’ B)>

a wigc nie otrzymujemy ani grupy addytywnej ze wzgledu na doda-
wanie, ani grupy multiplikatywnej ze wzgledu na mnozenie.

(e) Nauka z tego m.in. taka (por. (Blaszczyk 2007: 183), (Batég 2000:
30-31)), ze uzupeltnianie zbioru uporzadkowanego metoda Dedekinda
jest w samej swojej istocie rozszerzaniem ciata (liczb wymiernych),
a nie po prostu ,,wypetnianiem luk w porzadku” nowymi elementami.

7. Dedekind wykonat przede wszystkim pewng (znakomita!) robote algebra-
iczna. Pokazal zar6wno metodg¢ konstrukcji pewnej specjalnej struktury aryt-
metyczno-porzadkowej (liczb rzeczywistych wtasnie), ale takze dat pod-
stawy pod tzw. metode uzupetniania Dedekinda, powszechnie wykorzysty-
wang w teorii struktur porzadkowych, topologii, itd.

8. Dedekind wskazal na mozliwos¢ interpretacji ciggtosci prostej rzeczywiste]
w terminach arytmetycznych. Przy tym, owa prosta rzeczywista byta obiek-
tem dos$¢ tajemniczym — w systemie geometrii Euklidesa nie wystgpuja
proste (sa jedynie odcinki, ktére mozna dowolnie przedtuzac). Jesli wigc
méwié o jakiej$ metaforze Dedekinda, to nalezaloby chyba odnosi¢ ja do
ukazanej przezen odpowiednioSci pomigdzy zdefiniowanymi przez niego (z
uwzglednieniem wiasnosci arytmetycznych i porzadkowych) liczbami rze-
czywistymi a wielkoSciami geometrycznymi wigzanymi tradycyjnie z od-
cinkami.
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9. Dedekind operowat zbiorami oraz liczbami wymiernymi (oraz porzadkiem
1 operacjami arytmetycznymi na nich), lecz nie dysponowat jeszcze ani
teorig zbioréw (tej dostarczyt péZniej Cantor, a w postaci aksjomatycznej
ugruntowat Zermelo), ani teoria liczb wymiernych (t¢ z kolei podat Weber).
Teori¢ liczb wymiernych wreszcie oprze¢ mozna bylo na aksjomatyczne;j
teorii liczb naturalnych, ktora opracowatl Peano.

10. Na marginesie dodajmy jeszcze, ze aksjomat ciaglosci jest niezalezny od
aksjomatéw geometrii absolutnej. Istnieja modele tej geometrii, w ktérych
aksjomat ten nie zachodzi.

Tak wigc, proste metafory przekroju (geometryczna 1 arytmetyczna, w termi-
nologii autor6w) to jeszcze nie wszystko, jesli chodzi o analize idei matematycz-
nych zwiazanych z konstrukcja Dedekinda. Wnikliwa analiz¢ konstrukcji Dede-
kinda, wraz z wieloma odniesieniami do innych konstrukcji liczb rzeczywistych
zawiera monografia (Btaszczyk 2007). Niezwykle interesujace uwagi dotyczace
rozumienia pojecia cigglosci w matematyce znajdujemy np. w (Mioduszewski
1996).

Autorzy oczywiscie trafnie podkreslaja, ze swoja konstrukcja Dedekind uwol-
nit podstawy analizy od koniecznosci odwolywania si¢ do rozumienia ciaglosci
jako np. jako§ wyznaczonej przez ruch punktu. Trafnie tez zwracaja uwage na
fundamentalng — z filozoficznego punktu widzenia — rolg nastgpujacego fragmentu
rozprawy Dedekinda ((Dedekind 1872: 11), przektad — JP):

Przyjecie tej wlasnosci linii prostej jest niczym innym jak aksjoma-
tem, dopiero na mocy ktérego przyznajemy linii prostej jej ciagtosc,
na mocy ktérego wnikamy w ciagto$¢ linii prostej. Jesli przestrzen
ma w ogoéle jakas realna egzystencje¢, to wcale nie musi koniecznie
by¢ ciagta; niezliczone jej wlasnoSci pozostatyby takie same, gdyby
byla nieciagla. I gdybySmy wiedzieli z pewnoscia, ze przestrzen jest
nieciagla, to i tak nic nie mogtoby nas powstrzymac, gdybySmy tego
chcieli, aby w mysli uczyni€ ja ciagla, poprzez wypetnienie jej luk;
to wypetienie polegatoby jednak na tworzeniu nowych indywiduéw
punktowych wedle powyzszej zasady.

Réwniez tworcy innych definicji liczb rzeczywistych (Hilbert, Cantor, Heine)
przyznawali, iz nie ma zadnych dowodéw na to, ze przestrzen (fizyczna) ma na-
ture ciagla. Algebraiczna konstrukcja liczb rzeczywistych Dedekinda to przyktad
swobody tworczej matematyki. Innym takim przyktadem, znanym kazdemu, kto
cho¢ trochg interesuje si¢ matematyka jest konstrukcja skali aleféw w teorii mno-
gosci. Mozna szukaé — w réznych dziatach matematyki — dalszych przyktadéw
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takiej wolnej kreatywnosci. Ciekawym problemem moze okazac si¢ to, czy istot-
nie wszelkie tego typu przyktady mozna eksplikowa¢ wedle schematu tworzenia
metafor, proponowanego przez Lakoffa i Nifeza.

4.3 Analiza bez przestrzeni i ruchu: ujecie Weierstrassa

Program arytmetyzacji analizy mial nada¢ wszelkim rozwazaniom w tej dyscypli-
nie cechy Scistosci, pozbawié je jakichkolwiek odwotan do intuicji. Wielu ma-
tematykoéw przyczynito si¢ do realizacji tego programu, lecz za najwazniejsze
uwaza si¢ powszechnie osiagnigcia Weierstrassa.

4.4 Arytmetyzacja analizy

Postanowiono wyeliminowaé z analizy wszelkie intuicyjne odwotania do geome-
trii, okresli¢ takie pojecia jak: granica, ciagto$¢ funkcji, pochodna, catka wytacz-
nie w terminach liczbowych. Autorzy pisza, ze zgodnie z zaleceniami tego pro-
gramu:

1. ,.Naturalne” rozumienie ciagtoSci miato zosta¢ wyeliminowane z rozumie-
nia pojec: przestrzeni, ptaszczyzny, prostych, krzywych, figur geometrycz-
nych. Geometria miata by¢ ujmowana w terminach zbioréw dyskretnych
punktéw, a te z kolei mialy by¢ ujmowane jako liczby badz ich uktady.

2. Pomyst uwazania krzywej jako wyniku ruchu punktu mial zostaé¢ porzu-
cony. Zadnych odwotan do ruchu, uptywu czasu, ,,zblizania sie”, itp. Wszyst-
kim tym sformutowaniom nalezato nada¢ szat¢ liczbowa.

Oznaczato to istotng zmiang mysSlenia o matematyce, wymagalo rektyfika-
cji poje¢ matematycznych. Przyjete rozwiazania tych probleméw sa akceptowane
takze dzisiaj. Przypomnijmy:

1. Granica funkcji. Niech f bedzie funkcja zdefiniowana na przedziale otwar-
tym zawierajacym liczbe a oraz niech b bedzie liczba rzeczywista. Méwimy,
ze b jest granica funkcji f w punkcie a, co zapisujemy ilg(lz f(x) =0, gdydla
kazdej € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze je§li 0 < |z —a| < §,to | f(z) — b| < e.
Przy tym, f moze nie by¢ zdefiniowana dla argumentu a (tj. f(a) moze nie
mie¢ wartosci bedacej liczba rzeczywista).

2. Ciqglosé funkcji. Funkcja f jest ciagta w punkcie (liczbie) a, gdy:
(a) f jest zdefiniowana w przedziale otwartym zawierajacym a,
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(b) lign f(x) istnieje,
© lim f(z) = f(a).

3. Pochodna funkcji. Przez pochodna y = f'(x) funkcji f rozumiemy zbidr
par (x,y) takich, ze: dla kazdego e-otoczenia y istnieje )-otoczenie x takie,

7e w znajduje si¢ w tym e-otoczeniu .

Autorzy przypisuja Weierstrassowi postugiwanie si¢ BMI, podstawowa me-
tafora nieskonczonosci, w ustalaniu definicji tych pojec. Pisza tez, ze — mimo
wszystko — nie udalo mu si¢ catkowicie pozby¢ odwotan do geometrii. Stosunek
odlegtosci do czasu, gdy czas sam jest metaforycznie pojmowany jako odlegtos¢,
wystepuje w metaforze Newtona-Leibniza: zmiana chwilowa to stosunek Sred-
niej zmiany odleglosci do nieskoriczenie matego przedziatu czasu. To wlasnie ma
by¢ oddawane arytmetycznie wyrazeniem w, gdzie  dazy do granicy 0.
Autorzy sa przekonani, ze nie mozna catkowicie wyrugowa¢ w tym kontekscie
odwotan do geometrii (Lakoff, Nafiez 2000: 315):

In these metaphors, there is implicit geometry: the ratio of distance to
time, where time is itself conceptualized metaphorically as distance.
If mathematics is taken to include the ideas that arithmetic expresses
—that is, if calculus is taken to be about something — namely, change —
then Weierstrass did not eliminate geometry at all. From the concep-
tual perspective, he just hid it. From the perspective of mathematical
idea analysis, no one could eliminate the geometry metaphorically
implicit in the very concept of change in classical mathematics.

Osobnag jest sprawa, czy powyzsze ogolne uwagi autorow sa trafne. Czy takie
teorie zmiany, ktére nie wymagaja odwotania si¢ do pojecia czasu sa logicznie
wykluczone?

4.5 Oswajanie potworow

Rozumienie ogdlnego pojecia funkcji ulegalo zmianom w matematyce ostatnich
stuleci. Gdy w wieku XIX zaczeto dopuszcza¢ méwienie o funkcjach jako cat-
kiem dowolnych zbiorach par uporzadkowanych (spelniajacych oczywisty waru-
nek jednoznacznosci), okazato si¢, ze oprécz naturalnych, zgodnych z intuicjami
doswiadczenia potocznego zaleznos$ci funkcyjnych za funkcje w tym najbardziej
0ogllnym znaczeniu musimy uzna¢ réwniez takie zaleznosci, ktére tym intuicjom
dramatycznie przecza. Autorzy przywotuja liste wtasnoSci uznawanych za ,,nor-
malne” wtasnosci krzywych w przestrzeni tréjwymiarowej, sporzadzona pod ko-
niec XIX wieku przez Jamesa Pierponta. Wedle niej krzywa taka:
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1. Moze zosta¢ utworzona przez ruch punktu.

2. Jest ciagla.

3. Ma styczna.

4. Ma dtugosc.

5. Jesli jest zamknigta, to stanowi granicg obszaru, a obszar ten ma pole.
6. Nie jest powierzchnia.

7. Jest utworzona poprzez przecigcie dwoch powierzchni.

Skonstruowano liczne przyklady funkcji (pojmowanej w najbardziej ogdlny
sposéb), ktore wilasnosci tych nie posiadaja. Do$¢ dobrze znane sa przyktady
Sfunkcji wypetniajqcych kwadrat jednostkowy (Peano, Hilbert) — powstaja one jako
granice jednostajnie zbieznego ciagu funkcji (a wigc sg ciagte), lecz nie maja po-
chodnej w zadnym punkcie (w terminach intuicyjnych powiemy: ich wykres jest
»ztamany” w kazdym punkcie). Wypetniaja one kwadrat jednostkowy, a wigc ich
wykres jest powierzchnig — to kidci si¢ z intuicjami przypisujacymi krzywej inny
wymiar niz powierzchniom. Inny przyktad podal Weierstrass:

1. Krzywa Weierstrassa. Byt to pierwszy z podanych przyktadéw funkcji cia-
glej, ktéra w zadnym punkcie nie jest rézniczkowalna (cho¢ podobno juz
Bolzano rozwazat takie konstrukcje).

(A 0<axl
(b) b dodatnia nieparzysta
(¢) ab> 1+ 3m.

Autorzy nie przywotuja tego przykladu, ale zwracaja uwage na pewne inne
jeszcze —najbardziej ogdélnie rozumiane — funkcje, ktére tez nazywaja potworami:

1. Potwor 1. Funkcja okreslona wzorem: f(x) = sin(<) dlaz # 0 oraz f(0) =
0. Nie jest ciagla w sensie Weierstrassa.

2. Potwdr 2. Funkcja okre§lona wzorem: f(x) = wsin(1) dla z # 0 oraz
f(0) = 0. Jest ciagta w sensie Weierstrassa.
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3. Potwor 3. To oméwiona wczesniej krzywa Hilberta.

4. Potwor 4. Funkcja okreSlona wzorem: f(x) = 1, gdy « jest niewymierna,
za$ f(x) = 0, gdy z jest wymierna. Nie jest ciagta w sensie Weierstrassa.

5. Potwdr 5. Funkcja okreSlona wzorem: f(z) = 1, gdy x jest niewymierna,
za$ nieokreSlona, gdy z jest wymierna. Jest ciagta w sensie Weierstrassa.

Nietrudno wykry¢, ktére z ,,prototypowych” wiasnosci krzywych wyliczo-
nych przez Pierponta nie przystuguja powyzszym potworom. We wspéiczesnych
podrecznikach analizy lub topologii podaje si¢ cate mndstwo dalszych przykta-
dow tego rodzaju — por. np. (Gelmbaum, Olmsted 1990, 2003), (Steen, Seebach
1995), (Wise, Hall 1993).

4.6 Czy moznazrozumiec ,,ciagle’” w terminach ,,dyskretnego”?

Czy mozna uznaé, ze odtad — po arytmetyzacji analizy w stylu Weierstrassa —
istota ciggtosci jest juz w pelni, wyczerpujaco dobrze okreslona? Chyba nie wszy-
scy matematycy zgodza si¢ z takim stwierdzeniem — por. np. uwagi konczace
ksiazke (Mioduszewski 1996). Zacytujmy tez zdanie koniczace znana ksiazke do-
tyczaca struktury prostej rzeczywistej (Bukovsky 1979: 206):

Z toho, ¢o sme uviedli, m6Zeme vSak dojst’ k rovnakému pouceniu,
aké predpovedal N. Luzin v [59], str. 322: Ze priSiel Cas, ked’ je po-
trebné vykonat’ reformu nasich predstav o kontinuu. [Tutaj [59] od-
nosi si¢ do pracy: Luzin, N. 1930. Lecons sur les ensembles analyti-
ques. Paris: Gauthier-Villars.]

Lakoff i Nufiez przywotuja natomiast pewne uwagi Hermanna Weyla z jego
rozprawy o kontinuum takze wyrazajace watpliwos$¢, czy udato si¢ juz adekwatnie
opisac istote ciagtosci, a co za tym idzie, strukture kontinuum. Od siebie pisza za$
(Lakoff, Nufiez 2000: 323-324):

Each attempt to understand the continuous in terms of the discrete is
necessarily metaphorical — an attempt to understand one kind of thing
in terms of another kind of thing. Indeed, it is an attempt to understand
one kind of thing — the naturally continuous continuum — in terms
of its very opposite — the discrete. We find it strange that it should
be seen as a central task of mathematics to provide a metaphorical
characterization of the continuum in terms of its opposite. Any such
metaphor is bound to miss aspects of what the continuum is, and miss
quite a bit.
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If “the great task™ is to provide absolute, literal foundations for ma-
thematics, then the attempt to conceptualize the continuous in terms
of the discrete is self-defeating. First, such foundations cannot be li-
teral; they can only be metaphorical. Second, as Weyl himself says,
only “part of its content” can be conceptualized discretely. The rest
must be left out. If Weyl is right, the task cannot be accomplished.

We believe there is a greater task: understanding mathematical ideas.

4.7 Le trou normand

Rozwazania o samej matematyce oddzielono od rozwazan o filozofii matematyki
niewielka wstawka, podajaca ciekawy paradoks nieskoniczonosci. Narysujmy pot-
okrag o promieniu % oraz Srodku w punkcie o wspétrzednych (%, 0). Dtugos¢ tego
potokregu wynosi 7. Teraz narysujmy dwa po6tokregi, kazdy o promieniu }L oraz
srodkach w punktach o wspéhrzednych, odpowiednio: (4, 0) oraz (2,0). Kazdy
z nich ma dtugos¢ 7, a wige suma ich dlugosci to 7. Iterujemy ten proces, budu-
jac w kroku n ciag pétokregéw o promieniu 2% i Srodkach w punktach o odcig-
tych, odpowiednio 2%, 2%, ceey "2,_”1 1 rzednej 0. Kazdy z potokregdéw utworzonych
w kroku n ma dlugos¢ 57, a wigc tacznie daje to sumg ich diugosci réwng 7. Co
,»dzieje si¢” w granicy? Chciatoby si¢ rzec, zdajac si¢ na ,,zdroworozsadkowe”
intuicje: skoro pole ograniczone osig odcigtych i krzywa powstajaca z potaczenia
konstruowanych pétokregdéw (autorzy nazywaja te¢ graniczna krzywa the bumping
curve) zmierza do zera, to o§ odcigtych i owa krzywa staja si¢ dowolnie bliskie.
Jednak rozwazany odcinek osi odcigtych ma dtugos¢ 1, a rozwazana krzywa gra-
niczna ma dtugos¢ 5. Paradoks!

Autorzy objasniaja Zrédta owego paradoksu, pouczajac, jak nalezy mierzy¢
odlegtos¢ w przestrzeniach funkcyjnych. W rozwazanym przypadku odlegtos¢ ta
dana jest wzorem:

1

(7,9) = 5w |f(2) — g(o)] + / (If/(2) - ¢'(@)])d.

0

Nie bierzemy zatem pod uwage jedynie réznic wartosci funkcji, ale takze drugi
sktadnik powyzszej sumy.
S Implikacje dla filozofii matematyki

Niewatpliwie propozycje autoréw stanowia novum w rozwazaniach nad tworze-
niem poje¢é matematycznych oraz w analizie idei w matematyce. Nalezy moze raz
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jeszcze powtdrzyC: nie s to ani wyniki wewnatrz samej matematyki, ani samo-
istne refleksje filozoficzne, cho¢ oczywiscie mozna te propozycje konfrontowac
zar6wno z tworczosciag matematykéw, jak i z pogladami filozoféw na temat tej
tworczosci.

5.1 Teoria ucielesnionej matematyki

Autorzy oSwiadczaja wyraznie, iz s3 Swiadomi, ze ich propozycje moga zostaé
— z réznych powoddéw, w tym takze Swiatopogladowych — odrzucone przez za-
wodowych matematykow, zwtaszcza gdy ci ostatni s3 emocjonalnie 1 z pelnym
przekonaniem przywiazani do tego, co autorzy nazwali we wstgpie mitologia ma-
tematyki. Lakoff i Nufiez przyznaja, ze owa mitologia posiada walory estetyczne,
jest sama w sobie pigkna, a nawet — wedle ich wtasnego okreSlenia — seksowna.
Uwazaja tez jednak, ze jest ona szkodliwa spotecznie, propagujac nietrafny ob-
raz matematyki oraz nadajac matematykom status, ktory im si¢ nie nalezy. Tego
ostatniego stwierdzenia nie zamierzamy w tym miejscu komentowac.

Autorzy twierdza, ze nie ma zadnego naukowego dowodu na to, ze to, czego
dowodzimy w ludzkiej matematyce jest uniwersalng prawda obiektywna, a nawet,
ze dowdd taki w ogdle jest niemozliwy. Jednym z argumentéw autor6w na rzecz
tego, ze nie istnieje transcendentna matematyka jest to, ze podstawowe obiekty
matematyczne — na przyktad liczby — sa w matematyce opisywane na wiele, wza-
jem niezgodnych sposobdw: liczby to punkty na osi, liczby to zbiory, liczby to
wartosci pozycji w grach kombinatorycznych, itd. Gdyby istniata transcendentna
matematyka, to liczby (oraz inne obiekty matematyczne) musiatyby by¢ ontolo-
gicznie precyzyjnie okreSlone, a tak nie jest, zdaniem autoréw.

Matematyka nie jest rowniez, ich zdaniem, czgscig §wiata fizycznego, za$ ar-
gumenty odwotujace si¢ do ,,niewiarygodnej skutecznosci matematyki” powinny
by¢ witasciwie rozumiane. Na to poprawne rozumienie sktadaja si¢ nastgpujace
przekonania:

1. W Swiecie istnieja niezalezne od nas regularnosci.

2. My, ludzie, wymysliliSmy niesprzeczne oraz trwate formy matematyki (za-
zwyczaj dajace poprawne odpowiedzi w zastosowaniach).

3. Czasem fizycy odnosza sukces w dopasowaniu ludzkiej matematyki do swo-
ich —takze ludzkich — konceptualizacji regularnosci obserwowanych w Swie-
cie fizycznym. Pojgcia matematyczne nie egzystuja jednak w Swiecie fi-
zycznym.

Jedyna matematyka jest — zdaniem autoréw — matematyka ucielesniona (La-
koff, Nufiez 2000: 346-347):
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For human beings — or any other embodied beings — mathematics is
embodied mathematics. The only mathematics we can know is the
mathematics that our bodies and brains allow us to know. For this re-
ason, the theory of embodied mathematics we have been describing
throughout the book is anything but innocuous. As a theory of the
only mathematics we know or can know, it is a theory of what mathe-
matics is — what it really is!

Because it is an empirical theory about the embodied mind, the theory
of embodied mathematics is framed within the study of embodied
cognition. The elements of embodied cognition are not axioms and
proofs but image schemas, aspectual concepts, basic-level concepts,
semantic frames, conceptual metaphors, conceptual blends, and so on.
Because mathematics does not study the mind, it cannot study itself as
a product of mind. The methods and apparatus of embodied cognitive
science are necessary.

Teoria ucielesnionej matematyki nie jest i nie moze by¢ teoriag wewnatrz same;j
matematyki. Musi jednak czyni¢ zado$¢ wielu wymaganiom charakterystycznym
dla nauk kognitywnych w ogdlnosci. Oprocz empirycznych po§wiadczen ekspe-
rymentalnych teorie z tych nauk musza posiadaé moc wyjasniajaca — powinny
wyjasnia¢ np. w jaki spos6b mozemy posiadaé pojecia abstrakcyjne, a co waz-
niejsze, jak je rozumiemy. Odnosi si¢ to, w naszym przypadku, do wszelkich po-
je¢ matematycznych. Porzadna teoria kognitywistyczna powinna wyjasniaé, jak
rozumiemy takie pojecia. Przy tym rozumienie, zdaniem autoréw, nie moze zostaé
sprowadzone jedynie do znajomosci aksjomatéw, twierdzef, dowodéw i do sym-
bolicznego na nich operowania. Poznanie matematyczne powinno by¢ objasniane
m.in. w odwotaniu do mechanizméw poznawczych oraz neuronowych (neural)
obecnych w nieSwiadomym ludzkim systemie pojeciowym. Przypuszcza sig, ze
w przypadku poznania matematycznego istotne sa takie same mechanizmy, jak
w przypadku kazdego innego poznania — autorzy starali si¢ to potwierdzi¢ licz-
nymi przyktadami omawianymi wcze$niej w tekscie.

Poznanie matematyczne musi by¢ objasniane réwniez w aspekcie historycz-
nym. Zmienia si¢ rozumienie poje¢ matematycznych, zmieniaja si¢ zainteresowa-
nia i mody matematyczne.

Matematyka jest tworczoScia umystowa wyksztatcong dla badania obiektéw
Swiata zewngtrznego. Takie cechy matematyki, jak: uniwersalnos¢, precyzja, nie-
sprzeczno$¢, stabilnos$¢, mozliwos¢ dokonywania uogdlnien oraz odkry¢ autorzy
wiaza z odpowiednimi wtasno$ciami obiektow doSwiadczenia potocznego.

Teoria ucielesSnionej matematyki, wsparta faktami z historii matematyki oraz
wynikami badan szczegétowych czyni, zdaniem autoréw, nastgpujace ustalenia:
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1. Matematyka jest produktem ludzkim, zdeterminowanym przez nasza biolo-
gie, system pojeciowy oraz czynniki spoteczne i kulturowe.

2. Zaawansowana matematyka powstaje jako wynik zdolnosci poznawczych
wspolnych wszystkim ludziom (np. zdolno$¢ tworzenia metafor).

3. Proste struktury arytmetyczne sa wrodzone.
4. Dzialy matematyki wyrastaja z ludzkich zainteresowan i aktywnoSci.

5. Precyzja w matematyce jest mozliwa, poniewaz ludzie sa w stanie dokony-
wac jasnych i1 doktadnych odréznien dotyczacych obiektow i kategorii. Jest
ona ponadto wspierana przez ludzka zdolno$¢ symbolizowania.

6. Metafory pojeciowe sa podstawowym, neuronalnie ugruntowanym mecha-
nizmem poznawczym.

7. Wnioskowania i obliczenia przeprowadzone w spotecznos$ci matematykow
nie maja sktonnosci do zmian w czasie lub migdzy kulturami.

8. Matematyka nie jest monolitem, jesli chodzi o jej najbardziej podstawowe
teorie. Nie ma jednej geometrii, jednej teorii mnogosci, jednej logiki for-
malnej.

9. Matematyka jest skuteczna w charakteryzowaniu réznych aspektow Swiata
oraz w przewidywaniu. RozwijaliSmy si¢ w taki sposéb, ze poznanie po-
toczne dopasowuje nas do §wiata. Matematyka jest systematycznym roz-
szerzeniem tego wilasnie poznania.

Poniewaz pewne aspekty ludzkiego systemu poznawczego maja walor uniwer-
salno$ci oraz sa wyposazone w takie mechanizmy zachowujace wnioskowania jak
np. metafory pojeciowe, wigc sama matematyka (przeprowadzane w niej dowody
1 obliczenia) sg trwate, mozliwe sa odkrycia bez odwotan do empirii, abstrahowa-
nie, trwale 1 naturalne powigzania pomi¢dzy réznymi dziatami matematyki oraz
systematyczny rozwdj matematyki w czasie.

Poznanie matematyczne uwazaja autorzy za ponadkulturowe, zwracaja jednak
uwage, ze formy tego poznania s3 w pewnym sensie kulturowo uwarunkowane —
wystarczy wspomnie¢ greckie przeSwiadczenia, ze zjawiska maja swoja istotg, ze
przedmiot poznania mozna i nalezy ugruntowaé na jakiej$ podstawie, ze rozu-
mowania mozna reprezentowa¢ matematycznie w formie systemoéw logicznych —
te przeSwiadczenia przekladaja si¢ na wzorzec uprawiania (poszczegdlnych dzia-
t6w) matematyki w postaci teorii aksjomatycznych. Matematyka w zadnym przy-
padku nie powinna by¢ rozumiana na modi¢ postmodernistyczna, jako catkowicie
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dowolnie uksztaltowana przez histori¢ i1 kulturg. To raczej przekonanie o trans-
cendentnosci matematyki zastluguje, zdaniem autoréw, na nazwanie go réwnie
antynaukowym jak radykalny postmodernizm.

5.2 Filozofia ucielesnionej matematyki

Dla pytan o to, czym sa obiekty matematyczne oraz czym jest prawda mate-
matyczna (obu w sensie ucieleSnionej matematyki) autorzy podaja odpowiedzi
w kilku przypadkach szczegdlnych (liczba zero, zbidr pusty, suma nieskoniczona,
liczba kardynalna R). Sa to, jak tatwo si¢ domysli¢, argumentacje wskazujace na
metaforyczne pochodzenie tych obiektéw oraz prawdziwosci stwierdzen o nich.

Jesli chodzi natomiast o tzw. The Formal Reduction Metaphor — metafore,
ktéra przyporzadkowuje konstruktom teorio-mnogos$ciowym pojecia matematycz-
ne, to autorzy dopuszczaja tylko jedna jej interpretacj¢, nazywana przez nich ko-
gnitywna. Kaze ona operowac na pojeciach matematycznych w potaczeniu z ich
reprezentacjami teorio-mnogosciowymi. Autorzy odrzucaja natomiast druga in-
terpretacje, wedle ktdrej pojecia matematyczne miatyby by¢ dostownie reduko-
wane do konstrukcji z teorii mnogosci.

Jaki obraz matematyki wytania si¢ zatem z ustalen autoréw? Twierdza oni,
ze udato im si¢ obali¢ mity dotyczace matematyki, o ktérych wspomniano we
wstepie. Ponadto, uwazaja, ze potraktowanie dziatalno$ci matematykéw oraz wy-
nikéw tych dziatan moze zosta¢ — chocby wstepnie — scharakteryzowane poprzez
wszechobecna metaforyzacje, dokonywang przez ucieleSniony umyst. Podsumo-
wuja swdj portret matematyki nastgpujaco (strony 377-379):

1. Matematyka jest naturalnym sktadnikiem bycia cztowiekiem. Wyrasta z na-
szych cial, m6zgéw oraz codziennych doswiadczen. Kazda kultura dyspo-
nuje jakas forma matematyki.

2. Matematyka jest przedmiotem badania naukowego, i nie ma w tym niczego
magicznego, mistycznego, tajemniczego. Jest konsekwencja ludzkiej histo-
rii ewolucyjnej, neurobiologii, zdolnosci poznawczych oraz kultury.

3. Matematyka jest jednym z najwigkszych osiagnig¢é zbiorowej ludzkiej wy-
obrazni.

4. Matematyka jest systemem ludzkich pojeé, ktéry czyni niezwykty uzytek
ze zwyktych Srodkéw ludzkiego poznania. Ma takie, wymienione juz wcze-
S$niej cechy, jak: uniwersalno$¢, precyzja, niesprzecznosé, stabilnos$¢, moz-
liwos$¢ dokonywania uogdlnieni oraz odkryc.

5. Skuteczno$¢ matematyki jest wynikiem ewolucji oraz kultury. Ewolucja
wyksztalcita nasze ciata i mézgi tak, ze otrzymaliSmy neuronowe zdolnosci
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dla reprezentowania podstaw arytmetyki oraz pierwotnych zaleznosci prze-
strzennych. Kultura pozwolita, poprzez prowadzone miliony lat obserwacje
natury na wyksztatcenie coraz bardziej skomplikowanych §rodkéw mate-
matycznych. Potaczenie idei matematycznych oraz ludzkich do§wiadczen
Swiata ma miejsce w ludzkim umysle.

. Pojecia doSwiadczenia potocznego takie jak np.: zmiana, proporcja, wiel-

kos¢, obrét, prawdopodobienistwo, rekurencja, iteracja oraz setki innych
zostaly zmatematyzowane — matematyzacja zwyktych ludzkich pojec jest
zwyktym ludzkim wyzwaniem.

Rozwdj systemOéw pisma umozliwit tez rozwéj notacji matematycznej. Me-
tafory dyskretyzacji pozwolity na precyzyjne ujecie stale rosnacej liczby
poje¢ matematycznych. Ludzka zdolno$¢ do tworzenia metafor pojgcio-
wych pozwolila na matematyzacj¢ (a czasem nawet arytmetyzacje¢) pojec
potocznych, takich jak: kolekcje, wymiary, symetrie, zaleznoS¢ i niezalez-
noS¢ przyczynowa, itd.

. Wszystko w matematyce daje si¢ — przynajmniej w zasadzie — zrozumiec¢.

. Ludzka inteligencja ma wiele aspektéw, inteligencja matematyczna to tylko

jej czgs¢ (podobnie jak inteligencja muzyczna, literacka, itd.).

Matematyka jest tworcza i otwarta. Wykorzystywaé mozemy coraz to nowe
metafory pojeciowe oraz ich zlacza.

Ludzkie systemy pojeciowe nie sa monolityczne. Dopuszczajg alternatywne
wersje pojeé oraz perspektyw metaforycznych w wielu aspektach naszego
zycia. Takze w matematyce: s rézne koncepcje nieskonczonosci, rézne po-
jecia liczby, r6zne systemy logiczne, nie ma jednej tylko teorii mnogosci
czy tylko jednej geometrii.

Matematyka jest cudownym przyktadem pigkna, bogactwa, ztozonosci, 16z-
norodnosci oraz wazko$ci ludzkich pojeé.

Za stworzenie matematyki odpowiedzialne sg istoty ludzkie, sa one tez od-
powiedzialne za jej rozwdj.

Portret matematyki ma ludzka twarz, pisza autorzy. Mozna rzecz jasna twier-
dzi¢, ze niektére z wymienionych wyzej stwierdzen to ogdlniki, banaty badZ me-
tafory, a ich akceptacja nie przyczynia si¢ do glgbszego zrozumienia czym wtasci-
wie jest matematyka i skad si¢ wzigta. Jak odpowiadaé na takie pytania? Autorzy
widza takie podstawy matematyki nastgpujaco (Lakoff, Nuiez 2000: 376):

134



Investigationes Linguisticae, vol. XXIII

If there are “foundations” for mathematics, they are conceptual foun-
dations — mind-based foundations. They would consist of a thorough
mathematical idea analysis that worked out in detail the conceptual
structure of each mathematical domain, showing how those concepts
are ultimately grounded in bodily experience and just what the ne-
twork of ideas across mathematical disciplines looks like.

This would be a major intellectual undertaking. We consider this book
an early step in that direction.

6 Komentarze krytyczne

Kto mégiby kompetentnie oceni€ na ile powyzej przedstawiona wizja matematyki
jest trafna? Wskazywaé mozna r6znych kandydatéw, ktérzy byliby upowaznieni
do préb obalenia tej wizji:

1. Matematycy. Ewentualng nietrafno$¢ koncepcji autoréw wykazywaé mo-
gliby matematycy podajac przyktady takich poje¢ matematycznych, ktére
nie daja si¢ otrzymac na drodze sugerowanej w omawianej ksiazce, badz
wskazujac na mechanizmy tworzenia teorii, ktére takze umykaja procesom
jakiejkolwiek metaforyzacji. W tym celu trzeba zatem byloby pochyli€ si¢
nad historiag matematyki w poszukiwaniu takiego studium przypadku.

2. Filozofowie. Koncepcja przedstawiona w ksigzce niewatpliwie stoi w wy-
raznej sprzecznosci z Platonizmem w filozofii matematyki. Wedle zdania
autoréw, zwolennicy Platonizmu nie sa w stanie przedstawié jakiegokol-
wiek naukowego uzasadnienia swoich przekonan. Ciekawe bytoby oczy-
wiscie zobaczenie, jak zwolennicy Platonizmu mogliby pokaza¢ bigdnosc
koncepcji z omawianej ksiazki. Formalizm w filozofii matematyki réwniez
nie przydaje matematyce ,ludzkiej twarzy”, skupia si¢ raczej na samych
wytworach pracy matematykéw, a nie na mechanizmach ich twdérczosci.
Ma takze pewne trudno$ci w objasnianiu zmienno$ci rozumienia pojg¢ ma-
tematycznych. Wreszcie, rowniez Intuicjonizm matematyczny nie wspotgra
z omawiang koncepcja — wszak propozycje Lakoffa i Nufieza dotycza ma-
tematyki klasycznej. Piszacemu te stowa nie sa znane prace intuicjonistow,
ktérzy ewentualnie podejmowali préby eksplikacji genezy i funkcjonowa-
nia matematyki w terminach kognitywnych.

3. Kognitywisci. Nie jest nam takze wiadomo, czy nauki kognitywne zapro-
ponowaly jaka$ alternatywna wobec wyzej omawianej koncepcj¢ genezy
oraz funkcjonowania matematyki. Mozna takze pytac, czy autorzy istot-
nie przestrzegaja wszelkich narzucanych w naukach kognitywnych zalecen
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oraz ograniczen. Nie potrafimy tego rozstrzygna¢ — mogliby to zrobi¢ badz
sami kognitywisci badZ specjaliSci z og6lnej metodologii nauk.

Niezaleznie od tego, na ile trafne jest twierdzenie autorow o tym, ze wszel-
kie poznanie jest poznaniem ucieleSnionym, ze jego podstawa jest zatem ucie-
leSniony umyst (embodied mind), mozna zastanawia¢ si¢ nad trafnoScia ich pro-
pozycji w ttumaczeniu genezy i mechanizméw rozwoju teorii matematycznych.
Tytutem przyktadu wyliczamy nizej kilka nasuwajacych si¢ w zwiazku z tym pro-
bleméw.

6.0.1 Matematyka poznana a matematyka poznawalna

Autorzy pisza, ze poznawac¢ mozemy jedynie matematyke, ktéra sami tworzymy.
Czy plynie z tego prawomocny logicznie wniosek, ze tylko taka matematyka ist-
nieje? Nie mozna chyba — w catkowitej ogélnosci — utozsamiac pojecia istnienia
z pojeciem poznawalnosci.

Spieraé si¢ mozna na temat samego pojecia poznawalnosci obiektéw matema-
tycznych. Gdy tworzymy zbidr potegowy chocCby najprostszego zbioru nieskon-
czonego — zbioru wszystkich liczb naturalnych — to nie ma zadnej mozliwosci (w
jezyku logiki pierwszego rzedu, w ktérym formutujemy teori¢ mnogosci) — np.
nazywania wszystkich elementéw takiego zbioru. Jest on wszak nieprzeliczalny,
a dostepne Srodki jezykowe jedynie przeliczalne. Prawie wszystkie jego elementy
sa niedefiniowalne w rozwazanym jezyku. Zgadzamy si¢ jednak na to, ze méwie-
nie o zbiorach potgegowych zbioréw nieskonczonych jest sensowne.

Inny rodzajem wzglednej niepoznawalnosci obiektéw matematycznych sa np.
funkcje, ktére nie sa efektywnie obliczalne, dla ktérych nie istnieje algorytm ob-
liczania ich wartosci. Tylko przeliczalnie wiele sposréd wszystkich funkcji o ar-
gumentach 1 wartosSciach bedacych liczbami naturalnymi to funkcje rekurencyjne.
Potrafimy konstruowac funkcje, ktére nie sa rekurencyjne (na mocy stosownych
twierdzen teorii rekursji), potrafimy nawet sensownie méwic o réznych stopniach
nieobliczalnosci, nie zmienia to jednak faktu, ze istniejq funkcje, ktére w pewnym
sensie sa nam (efektywnie) niedostgpne poznawczo.

Z. drugiej strony, jesli tezg autoréw o ucieleSnionym charakterze matematyki
bra¢ bardzo dostownie, to np. logiki infinitarne, czyli takie, w ktérych dopusz-
cza si¢ nieskoniczone alternatywy i koniunkcje lub reguty wnioskowania o nie-
skoniczonej liczbie przestanek (jak np. w-reguta) w zadnej mierze nie mogtyby
reprezentowad jakichkolwiek naszych inferencji, skoro jesteSmy tworami jedynie
skofnczonymi: w rzeczywistych wnioskowaniach nie moglibySmy ani uzy¢ nie-
skonczonej koniunkcji, ani skorzysta¢ z infinitarnej regulty wnioskowania. Potra-
fimy jednak sensownie o takich systemach logicznych méwié, badamy ich wia-
snosci, itd.
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Powyzsze argumenty mozna nazwac catkiem naiwnymi. Istotnie, jesli dobrze
rozumiemy propozycje autoréw, to chodzi im raczej o inny rodzaj niepoznawal-
nosci. Wykluczaja oni istnienie Matematyki Transcendentalnej, niedostgpnej po-
znaniu przez uciele$sniony umyst i réwniez nie tworzonej przez taki umyst. Nie
chcielibySmy by¢ az tak radykalni, jak autorzy. Pozwélmy sobie mianowicie na
zywienie przekonania, ze:

1. By¢ moze, istnieje transcendentalna matematyka.

2. Jej istnienie jest catkowicie obojetne z punktu widzenia matematyki upra-
wianej przez ludzi.

Przekonanie to oddziela, jak sadzimy, praktyke badawcza matematyki (tej
ludzkiej) od zyczeniowych pogladéw na temat matematyki (zaréwno tej ludzkie;,
jak i tej — by¢ moze istniejacej — transcendentalnej). Jest wyrazem agnostycyzmu
matematycznego, chciatoby si¢ moze rzec.

6.0.2 Przeliczalne i nieprzeliczalne

Czy BMI, podstawowa intuicja nieskoficzonoSci w ujgciu autorow jest w stanie
nalezycie zda¢ sprawg z tego, jak rozumiemy (czy choéby probujemy zrozumiec)
moce nieprzeliczalne? Powyzej wspomnieliSmy o niedefiniowalnoSci elementéw
zbioréw nieprzeliczalnych. Zastandwmy si¢ jeszcze przez chwile nad intuicjami
wigzanymi z pozaskoficzonymi skalami liczb: porzadkowych oraz kardynalnych.

Zaréwno liczby porzadkowe, jak tez liczby kardynalne to dobrze okreslone
obiekty matematyczne:

1. Zbiér o nazywamy liczbq porzqdkowa, jesli jest on przechodni (czyli | J oo C
«) oraz liniowo uporzadkowany przez relacje €.

2. Liczbg porzadkowa o nazywamy liczbq kardynalng, gdy nie jest ona row-
noliczna z zadna liczba porzadkowa [ taka, ze 5 € a.

Wyposazeni w takie (badZ rownowazne) definicje, powinniSmy dobrze rozu-
miec oba te pojecia. Bezpiecznie mozemy uwazacé, ze dobrze rozumiemy zaré6wno
wszystkie skofczone liczby porzadkowe, jak i najmniejsza nieskoniczona liczbe
porzadkowa w. W mysl propozycji autoréw, gwarantuje nam to BMI, podstawowa
metafora nieskoiczonosci. Dalej, dostgpne rozumieniu powinny tez by¢ te wszyst-
kie liczby porzadkowe, ktére tworzymy wytacznie z liczb skonczonych oraz z w,
poprzez stosowanie operacji arytmetycznych, zdefiniowanych dla tych liczb po-
rzadkowych. To daje nam wszystkie liczby porzadkowe az do ¢y, czyli kresu gor-
nego ciagu liczb 0, 1, w, w*, w*",... A co dalej? Czy BMI w wersji podanej przez
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autorOw upowaznia nas do stwierdzenia, ze — jakos intuicyjnie, bazujac na BMI —
potrafimy ogarnac rozumieniem takze np. nieprzeliczalne liczby porzadkowe? Jak
wiadomo, kazda liczba porzadkowa mniejsza od ¢, daje si¢ przedstawi¢ w postaci
normalnej Cantora, ktora jest tatwo uchwytna intuicyjnie.

W ogdlnosci, nalezy odrézniaé zdefiniowanie jakiego$ obiektu matematycz-
nego od mozliwosci jego opisania (w ustalonym systemie znakowym). W przy-
padku liczb porzadkowych rozwaza si¢ rdzne systemy notacji, ktére pozwalaja
niektére z nich wiasnie opisaé. Dla przyktadu, wszystkie rekurencyjne liczby
porzadkowe sa liczbami przeliczalnymi mniejszymi od w{¥, ktéra jest jedynie
liczba przeliczalna. Powyzej tej liczby mozemy jedynie definiowac wigksze liczby
porzadkowe, ale nie mozemy ich — w zaden efektywny sposéb — opisywac. Nie
miejsce tutaj na omawianie réznych systemow notacji dla liczb porzadkowych.
ChcieliSmy jedynie zwrdci¢ uwage na owa istotng réznice miedzy definiowaniem
a opisywaniem obiektéw matematycznych. Jesli propozycje autoréw dotycza me-
taforycznego ujmowania definiowania obiektéw matematycznych, to trzeba zda-
wac sobie sprawe, ze takie metafory moga mie¢ w ogoélnosci charakter niepredy-
katywny.

6.0.3 Zdania nierozstrzygalne a praktyka matematyczna

Autorzy pisza wyraznie, ze wspolczesna matematyka nie jest monolitem, w tym
sensie, Zze rozwaza si¢ rézne teorie dotyczace jej podstawowych pojeé: rézne teorie
mnogosci, rézne geometrie, rézne systemy logiczne. Przy ich jawnym sprzeciwie
wobec Platonizmu jest to do$¢ oczywiste, bo przeciez zadaniem takiej matematyki
nie jest opisywanie jakiejS$ jednej, istniejacej niezaleznie od badajacych, struktury
Platoniskich bytéw matematycznych. Matematyka jest swobodng twdrczoscia, po-
siadajaca co prawda pewne ograniczenia, jak chocby wymag niesprzecznosci. Na
to Lakoff i Nufiez powinni przystac, jak sadzimy. Matematyka jest takze twérczo-
Scia przekorng, na co dowodéw dostarcza jej historia, np.:

1. Algebra. Wiadomo z historii algebry, ze np. liczby ujemne oraz urojone
przyjmowane byty z wielkimi poczatkowo oporami — dos¢ dlugo trwato,
zanim uznane one zostaly za byty matematyczne prawomocnie istniejace.
Do tego uznania przyczynily si¢ w pierwszym wzgledzie chyba ustalenia,
ze liczby catkowite oraz liczby zespolone tworza dobrze zachowujqce sig
struktury — w pierwszym przypadku pierScien, w drugim ciato, w dzisiej-
szej terminologii. W oswajaniu ich widzimy jednak réwniez pewien od-
cienn przekory wtasnie — dopusémy istnienie nowych bytéw matematycz-
nych, cho¢ konserwatywna wspdlnota matematykéw dotad si¢ przed nimi
wzbraniata.
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2. Geometria. Stworzenie geometrii nieeuklidesowych wymagato zaiste wiel-
kiego aktu przekory. Z jednej strony, skoro wysitki zmierzajace do udowod-
nienia aksjomatu o réwnolegtych nie przynosity efektu, to niejako naturalne
bylo przypuszczenie, ze aksjomatu tego nie da si¢ wlasnie wyprowadzic¢
z pozostatych. Ale samo rozwazenie (jednej z dwdch wersji) jego zaprze-
czenia bylo przekorne, przy powszechnym przeciez 6wczesnie przekonaniu,
1z geometria ma prawdziwie opisywac rzeczywistoS¢ fizyczna.

3. Teoria mnogosci. Jedna z metod tworzenia nowych zbioréw nieskonczo-
nych jest — wedle Andrzeja Mostowskiego — nastgpujaca. Przypuscmy, ze
konstruujac zbiory za pomoca operacji opisanych w aksjomatach teorii mno-
gosci, ktore przyjeliSmy dotychczas, napotykamy stale na zbiory o pewne;j
wtasnos$ci P. Jesli nie ma oczywistych powodéw, ktére sklaniatyby nas do
przyjecia twierdzenia, ze kazdy zbiér ma wtasnos¢é P, to przyjmujemy nowy
aksjomat, stwierdzajacy, ze istnieja zbiory wtasnie nie posiadajace wlasno-
Sci P. W ten spos6b otrzymujemy np. liczby mierzalne.

Jest warte zastanowienia, jak sadzimy, czy podane propozycje autorow two-
rzenia wszelkich poje¢ matematycznych na drodze metaforycznej obejmuja takie
przekorne sytuacje.

Istnienie zdan nierozstrzygalnych w takich podstawowych teoriach matema-
tycznych jak arytmetyka oraz teoria mnogos$ci jest swoistym wyzwaniem dla in-
tuicji matematycznych (dotyczacych nie tylko liczb i zbioréw, ale takze zbudowa-
nych z nich struktur). W przypadku arytmetyki nie mozemy dokonac arbitralnego
rozstrzygnigcia, polegajacego na dodaniu zdania nierozstrzygalnego jako nowego
aksjomatu (w przypadku, gdy wiemy, ktére ze zdan nierozstrzygalnych o badz
-« jest prawdziwe w modelu standardowym arytmetyki), poniewaz arytmetyka
jest istotnie nierozstrzygalna — zadne jej rekurencyjne rozszerzenie nie jest roz-
strzygalne. Wynik ten przenosi si¢ na teori¢ mnogosci, gdyz arytmetyke mozemy
w teorii mnogosci interpretowac.

Zwroémy uwage na empiryczny fakt: nikt raczej nie kwapi si¢ do uznania hi-
potezy kontinuum lub uogdlnionej hipotezy kontinuum (albo, alternatywnie ich
zaprzeczen) za ewentualny dodatkowy aksjomat teorii mnogosci. Rozwazane we
wspotczesnej teorii mnogosci aksjomaty istnienia bardzo duzych liczb kardynal-
nych nie przesadzaja niczego o hipotezie kontinuum. Poczatkowo byty one trak-
towane jako catkowicie nieuzasadnione, obecnie niektére z nich (jak choc¢by po-
stulat istnienia liczb kardynalnych mocno nieosiagalnych) sa juz traktowane jako
,;oswojone” — sg wykorzystywane w dowodach wielu twierdzen, uznaje sig, ze po-
daja jakieS$ naturalne rozumienie hierarchii kumulatywnej zbioréw, itd. Wykazano
rowniez ich zwiazek z ,,silq niesprzecznos$ci” (consistency strength) teorii. Jednak
ewentualne decyzje co do uznania lub odrzucenia hipotezy kontinuum musza —
jesli beda — by¢ podjete na innej drodze.
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Zdania nierozstrzygalne wykryte zostaly stosunkowo niedawno. By¢ moze,
dopiero dziesiatki (setki?) lat praktyki matematycznej przesadza co$ na temat ak-
ceptacji niektérych z nich, badZ nakaza rozwijanie odno$nych teorii w takich kie-
runkach, ze problem tej akceptacji zniknie.

6.0.4 Kilka przykladéw topologicznych

Jesli nawet zgodzi€ sig, ze topologia ogélna bierze swoje poczatki z uogdlnien
zwigzanych bezposrednio ze znanymi dotad strukturami — geometrig oraz ba-
daniem zbioréw liczb rzeczywistych — to zauwazy¢ trzeba, ze jej rozwéj dosé
szybko dostarczyt przyktadéw konstrukcji istotnie odbiegajacych od wszelakiego
doswiadczenia potocznego. Rozwazmy kilka ad hoc wybranych przyktadéw:

1. Sfera rogata Alexandera. Jest to powierzchnia homeomorficzna ze sfera S2.
Dzieli cata przestrzen tréjwymiarowa na dwa obszary, przy czym obszar
wewnatrz sfery rogatej jest homeomorficzny z wnetrzem zwyktej sfery, ale
obszar na zewnatrz sfery rogatej nie jest homeomorficzny z obszarem na ze-
wnatrz zwyktej sfery. Tak wigc, twierdzenie Jordana o krzywej zamknigtej
na ptaszczyznie nie uogdlnia si¢ do trzech wymiaréw.

2. Jeziora Wada, krzywa Knastera, itp. Zgodnie ze wspomnianym wyzej twier-
dzeniem Jordana, kazda krzywa zamknigta na ptaszczyZnie rozcina t¢ ptasz-
czyzne na dwa obszary 1 jest ograniczeniem kazdego z nich. Istnieja jednak
krzywe na plaszczyznie, ktére sa wspolnymi ograniczeniami trzech obsza-
row (a nawet dowolnej skoficzonej liczby obszaréw). Konstruuje si¢ rézno-
rakie kontinua (np. kontinua dziedzicznie nierozktadalne), ktérych wtasno-
Sci daleko odbiegaja od wymienionych wyzej (prototypowych wedle Pier-
ponta) wlasnosci ,,grzecznych” krzywych.

3. Przenicowanie sfery S* w przestrzeni R3. Wynik ten, uzyskany w 1958
roku przez Stephena Smale’a, glosi, ze sfere S? mozna w R? , wywrécié
na druga strong”, czyli przeksztatcié tak, iz jej strona wewngtrzna stanie si¢
zewnetrzna, a przy tym nie powstang w trakcie tego nicowania zadne niere-
gularnosci, cho¢ wystapi samoprzenikanie si¢ powierzchni tak odwracane;j
sfery. Technicznie rzecz ujmujac, wynik ten polega na wykazaniu homoto-
pijnej réwnowazno$ci dwéch zanurzen sfery S? w R3. Jest to wynik wysoce
niezgodny z intuicjami potocznymi, cho¢ mozliwe sa nawet jego ,,wizuali-
zacje”, w postaci modelu fizycznego. Dodajmy, ze okregu S' nie mozna
przenicowaé w przestrzeni R?.

4. Sfery egzotyczne. Przez sfere egzotyczng rozumiemy w geometrii r6znicz-
kowej rozmaitos$¢ rézniczkowalna, ktéra jest homeomorficzna ze ,,zwykta”
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sfera w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej, lecz nie jest z nig dy-
feomorficzna. Pierwszy przyklad takiej sfery (siedmiowymiarowej) podat
John Milnor w latach pigédziesiatych XX wieku. Nie wiadomo obecnie
(2011), czy istnieja egzotyczne sfery czterowymiarowe.

5. Egzotyczna R*. Przez egzotyczng R* rozumiemy rozmaito$¢ rézniczkowalna,
ktéra jest homeomorficzna z przestrzenia euklidesowa R*, lecz nie jest z nia
dyfeomorficzna. Istnieje kontinuum niedyfeomorficznych struktur réznicz-
kowych na R*. Wymiar 4 jest tu wyrézniony: dla zadnej n # 4 nie istnieja
struktury egzotyczne na R".

Jarostaw HaSek pisat: Bardzo trudno jest opisywac nieistniejqce zwierzeta, ale
Jjeszcze trudniej jest je pokazywacé. W kazdym zaawansowanym dziale matematyki
spotykamy obiekty oddalone bardzo daleko od potocznych intuicji dnia codzien-
nego. Prawdziwe o nich stwierdzenia réwniez nie przektadaja si¢ bezposrednio na
prawdy zdroworozsadkowe, ktérymi mogliby$my dzieli¢ si¢ z bliZznimi w kolejce
do dentysty, bez narazenia si¢ na podejrzenie o nienormalno$¢, czasem wyzwiska,
a w najgorszym przypadku nawet dotkliwe pobicie. Fakty te nie przesadzaja, rzecz
jasna, ze propozycje autoréw rozumienia wszelkich poje¢ matematycznych jako
spigtrzonych hierarchii metafor sa nietrafne. Nalezy jedynie jasno sobie us§wiado-
mic, ze ta hierarchia musiataby by¢ wielce skomplikowana.

Skoro jesteSmy przy przyktadach topologicznych, to moze warto jeszcze wspo-
mnie¢ chocby o wysitkach topologéw zmierzajacych do trafnego, przydatnego
w calej ogdlnosci pojecia wymiaru przestrzeni topologicznej. Trzy dobrze opraco-
wane pojecia wymiaru (maty i duzy wymiar indukcyjny oraz wymiar pokryciowy)
pokrywaja si¢ ze soba w przypadku oS§rodkowych przestrzeni metrycznych, nato-
miast rozchodza si¢ w szerszych klasach przestrzeni. Czy sensowne jest zatem
pytanie, ktére z tych pojeC jest trafne? ,,Rekonstrukcja metaforyczna”, w stylu
proponowanym przez autoréw, powinna jako$ odzwierciedla¢ te problemy zwia-
zane z poszukiwaniem definicji pojgcia wymiaru w topologii.

6.0.5 Zmiennos¢ intuicji matematycznych

Intuicje matematyczne — w odréznieniu od intuicji zwigzanych z doS§wiadczeniem
potocznym — s3 dynamiczne, przynajmniej w odniesieniu do zawodowych ma-
tematykéw. Zmienno$¢ tych intuicji powodowana jest réznymi czynnikami. Wy-
krycie antynomii w proponowanej teorii matematycznej zmusza do jej usunigcia,
przez zmiang przyjmowanych zalozen, a zatem przez zmiang rozumienia pew-
nych poje¢ rozwazanej teorii. Sytuacje takie zdarzaty si¢ wielokrotnie w dziejach
matematyki. Réwniez rozpoznanie jakiego$§ wyniku jako paradoksalnego moze —
jezeli paradoks dotkliwie nam doskwiera, o ile burzy jakie§ fundamentalne do-
tychczasowe intuicje — doprowadzi¢ do rozwijania teorii w takim kierunku, aby
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owo napigcie poznawcze eliminowac. Moze tez zdarzyc sig tak, ze paradoks — ro-
zumiany jako zderzenie wyniku matematycznego z intuicja potoczng — pozostaje:
jest wtedy oznaka tego, ze intuicja matematyczna rézni si¢ w danej sprawie od
intuicji potocznych. Taka sytuacja nie dziwi w matematyce, bo przeciez dlaczego
np. intuicja potoczna miataby ingerowa¢ w rozumienie np. konstrukcji wykorzy-
stujacych bardzo duze liczby kardynalne albo zbiory niemierzalne. Najbardziej
interesujace — dla samych matematykéw — sa chyba te przypadki, gdy mamy do
czynienia ze zderzeniem réznych intuicji matematycznych. Dla przyktadu:

1. Aksjomat wyboru oraz aksjomat determinacji sa wzajem sprzeczne, acz-
kolwiek za kazdym z nich kryja si¢ jakieS — uwazane za catkiem rozsadne —
intuicje matematyczne. Oczywiscie, ich rola w teorii mnogosci jest rézna:
aksjomat wyboru dotyczy dowolnych zbioréw, aksjomat determinacji tylko
podzbioréw przestrzeni Baire’a.

2. Aksjomat konstruowalnosci Godla jest sprzeczny z aksjomatem istnienia
liczb mierzalnych. Przy zalozeniu aksjomatu konstruowalno$ci zbidr pote-
gowy kazdego zbioru sktada si¢ jedynie z jego podzbioréw definiowalnych.
Z kolei istnienie liczb mierzalnych pociaga za sobg istnienie miary, ktéra
ma atrakcyjne — w pewnym sensie — wlasnosci.

3. Skoriczone matryce logiczne wydaja si¢ tworami, ktére powinny by¢ opi-
sywane w jaki$ regularny sposob. Istnieja jednak takie matryce skonczone,
ktére nie sa skonczenie aksjomatyzowalne — por. (Patasiniska 1994), (Woj-
tylak 1979).

4. Ciqgi von Misesa (ciagi nieskonczenie dystrybutywne, ktérych dowolny
podciag tez jest nieskorniczenie dystrybutywny) wydaja si¢ by¢ dobrymi kan-
dydatami na matematyczne reprezentacje ciagow catkowicie losowych. Kto-
pot w tym, ze ciagi von Misesa nie istnieja — zob. np. (Davis, Hersh 1994:
147-149).

5. Aksjomatyczne ujecie pojecia spelniania (tzw. klasy spetniania) zawiera
klasyczne ujgcie tego pojecia, podane przez Alfreda Tarskiego, jako przypa-
dek szczegdlny. W ogdlnosci, klasy spetniania dalekie sg od jednoznaczne;j
charakterystyki pojecia spetniania, a ponadto wykazuja inne jeszcze patolo-
gie —np. kaza czasem uznawac za falszywa nieskoniczong alternatywe zdan
prawdziwych — zob. np. (Murawski 1995).

To tylko kilka ad hoc dobranych przyktadéw. Sadzimy, ze problem zmiennosci
intuicji matematycznych stanowi interesujace wyzwanie dla koncepcji propono-
wanej przez autoréw. C6z w szczegbdlnosci miatoby znaczyc, ze jedne metafory
wypierane s3 przez inne w rozwoju matematyki?
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Koncepcja Lakoffa 1 Nufiez stara si¢ — w pewnym zakresie — uwzglednié
owa dynamike zmian rozumienia niektorych poje¢ matematycznych: widac to np.
w tych fragmentach ich ksiazki, w ktérych opisuja oni program dyskretyzacji ma-
tematyki. Mozna wskaza¢ liczne dalsze przyktady zmian rozumienia poje¢ ma-
tematycznych. Zmiany te moga by¢ powodowane, jak juz wyzej wspomnieliSmy
koniecznosciq — np. koniecznoScia usunigcia antynomii. Dla przyktadu, intuicyjne
przekonanie, ze kazda wlasno$¢ wyznacza zbidr prowadzi do sprzecznosci: nie ist-
nieje wszak zbior wszystkich zbioréw, zbior wszystkich liczb porzadkowych, czy
wreszcie zbior tych wszystkich zbioréw, ktére nie sa wtasnymi elementami. Te
antynomie udaje si¢ wyeliminowac stosownie formutujac aksjomaty teorii mno-
gosci, a w szczeg6lnosci aksjomat wyrdzniania. Intuicje moga ulega¢ zmianom na
skutek przyjecia jakiego$ programu w danej dyscyplinie matematycznej. To wia-
$nie mialo miejsce w przypadku programu arytmetyzacji analizy: geometryczne
oraz kinematyczne intuicje zostaly zastapione konstrukcjami czysto arytmetycz-
nymi. O takich programowych zmianach mozemy tez méwié w przypadku teorii
mnogosci, przy czym na zmiany te wplyw miato wiele czynnikéw, m.in.:

1. Porzucenie przekonania, ze uniwersum teorii mnogosci miatoby by¢ cha-
rakteryzowane przez jaki$ ekstremalny aksjomat minimalnosci — np. aksjo-
mat ograniczenia Fraenkla, méwiacy — w uproszczeniu — ze istnieja tylko
te zbiory, ktérych istnienie daje si¢ udowodniC z aksjomatow.

2. Porzucenie przekonania (z naiwnej teorii mnogosci), ze méwimy wytacz-
nie o jednym uniwersum ,,prawdziwych” zbioréw. Probowano co prawda
podawac warunki, przy ktérych otrzymujemy kategorycznosc¢ stosownego
systemu mnogosci — np. w (Zermelo 1930), lecz pdzniej wysitki badaczy
skierowane byly raczej na studia nad rézZnymi modelami teorii mnogosci.

3. Wykrycie catej plejady zdan niezaleznych od aksjomatow teorii mnogosci
Zermela-Fraenkla. Pokazato to, jak stabo aksjomaty owe charakteryzuja po-
jecie zbioru i relacje nalezenia. Niektore z tych zdan niezaleznych zwiazane
sa z wlasnoSciami jednej z najbardziej podstawowych struktur matematycz-
nych — zbioru liczb rzeczywistych (oraz rodziny jego podzbioréw).

4. Poszukiwanie nowych aksjomatéw, ktére moglibySmy ewentualnie doda-
wac do aksjomatyki Zermela-Fraenkla. Argumenty za ich akceptacja moga
przywotywac np. wielo$¢ i wage otrzymywanych z nich konsekwencji, badz
— jako$ rozumiang — ich naturalnos¢.

Oto co pisze np. Joan Bagaria na temat programu Godla (Bagaria 2005: 47—
48, ttumaczenie: JP):
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Wedle Gdodla jest pigC takich zasad: Intuicyjny zasieg, Zasada Do-
mknigcia, Zasada Odbicia, Ekstensjonalizacja oraz Jednostajnosc.

Pierwsza zasada, Intuicyjnego zasiggu to zasada intuicyjnego tworze-
nia zbioréw, ktéra wcielona jest w aksjomaty ZFC. Zasada Domknig-
cia moze zosta¢ podiaczona pod Zasade Odbicia, ktéra mozna podsu-
mowac nastepujaco: uniwersum V' wszystkich zbioréw nie moze zo-
sta¢ jednoznacznie scharakteryzowane, tj. odréznione od wszystkich
swoich odcinkéw poczatkowych przez jakakolwiek wtasno$¢ wyra-
zalng w dowolnej rozsadnej logice wykorzystujacej relacj¢ nalezenia.
Stabg forma tej zasady jest dowodliwe w ZFC twierdzenie o odbiciu,
autorstwa Montague 1 Levy’ego — zob. (Kanamori 1994):

Dowolne zdanie jezyka teorii mnogosci pierwszego rzedu, ktore za-
chodzi w 'V, zachodzi rowniez w pewnym V,,.

Zasada Odbicia Gbdla jest doktadnie rozszerzeniem tego twierdzenia
na logiki wyzszych rzedéw, logiki infinitarne, itd.

Zasada Ekstensjonalizacji stwierdza, ze V' spetnia ekstensjonalng po-
staé Aksjomatu Zastgpowania i jest wprowadzona dla uzasadnienia
istnienia liczb kardynalnych nieosiagalnych. [...]

Zasada Jednostajnosci stwierdza, ze uniwersum V' jest jednostajne,
w tym sensie, ze jego struktura jest wszedzie podobna. W sformuto-
waniu Godla (Wang 1996: 8.7.5): Te same lub podobne stany rzeczy
pojawiajq sig stale na nowo (by¢é moze w bardziej skomplikowanych
wersjach). MOwi on tez, ze zasada ta mogtaby zosta¢ nazwana zasadq
proporcjonalnosci uniwersum, zgodnie z ktéra analogony wtasnosci
matych liczb kardynalnych prowadza do duzych liczb kardynalnych.
Godel twierdzi, ze ta zasada umozliwia wprowadzenie liczb kardy-
nalnych mierzalnych lub silnie zwartych, jako iz te pojecia dotyczace
duzych liczb kardynalnych otrzymywane sa przez uogdlnienie pew-
nych wtasnosci w na liczby kardynalne nieprzeliczalne.

O podobnych programach mozemy tez méwi¢ w innych dziatach matematyki

— za przyklad niech stuzy chociazby topologia algebraiczna, w ktérej badanie
wiasnosci topologicznych czyni si¢ tatwiejszym poprzez przejscie do stosownych

charakterystyk algebraicznych przestrzeni topologicznych.

) %k %k

Teoria metafor poznawczych dobrze si¢ sprawdzita w lingwistyce. Czy rownie

dobrze sprawdza si¢ w odniesieniu do matematyki? Piszacy te stowa jest w tej

sprawie sceptykiem — niektére powody tego sceptycyzmu podano wyzej.
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7 Rozumienie wzoru Eulera ¢/™ +1 = 0

Ten rozdziat to — rozlozona na czgsci — analiza przypadku. Autorzy staraja sig¢
pokazad, jak zastosowac ich ujgcie — tworzenie poje¢ matematycznych na drodze
budowy metafor — w objasnieniu znaczenia wybranego twierdzenia matematycz-
nego, a mianowicie stynnego wzoru Eulera (w ktéorym wystgpuje pie¢ waznych
stalych matematycznych 1 obecne sa dodawanie, mnozenie i potggowanie 1 ktory
to wzOr bywa czasem nazywany najpigkniejszym wzorem matematyki):

e 4+1=0.

Nie omawiamy w szczegétach tego rozdzialu w niniejszej notatce — dos¢ moze
powiedzieé, ze autorzy objasniaja czytelnikowi, czym sa liczby e oraz 7, jak ro-
zumie potggowanie o wyktadniku rzeczywistym i zespolonym, czym jest postaé
trygonometryczna liczby zespolonej, itd. Oczywiscie wykorzystuja przy tym sto-
sowne metafory. W efekcie czytelnik ma uzyskac to, co zdaniem autoréw najwaz-
niejsze: rozumienie (w tym przypadku, rozumienie wzoru Eulera, rozumienie dla-
czego jest on prawdziwy). W przekonaniu autoréw owo rozumienie to co$§ wigcej
niz przyswojenie sobie definicji oraz przesledzenie dowodu. Aby uzyskac rzeczy-
wiste rozumienie w matematyce trzeba, zdaniem autoréw, odwotywac si¢ zawsze
do metaforycznej natury pojeé matematycznych.

* %k ok

Autor uprzejmie dzigkuje wszystkim, ktérzy zechcieli przekaza¢ mu swoje
uwagi krytyczne na temat tego tekstu, a w szczegélno$ci Panom Profesorom: Pio-
trowi Btaszczykowi, Andrzejowi Grzegorczykowi, Andrzejowi Wisniewskiemu
oraz Pawlowi Zeidlerowi. Za wszelkie ewentualne lapsusy w powyzszych eluku-
bracjach odpowiedzialno$¢ ponosi wylacznie autor.
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