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Zarys tredci: Niniejsze opracowanie jest przegladem wybranych zagadnien z zakresu
modelowania matematyczno-statystycznego struktur i proceséw przestrzennych. Ogoél-
ny charakter tego artykulu obejmuje dyskusje nad podstawowymi pojeciami, takimi jak:
uklad przestrzenny, struktura przestrzenna, proces przestrzenny, i ich wzajemnymi rela-
cjami. Nastepnie definiowany jest w sposéb ogélny (stochastyczny) proces przestrzenny
i jego skladniki, ze szczegdlnym uwzglednieniem reprezentacji struktury przestrzennej.
Artykul omawia sposéb budowy modelu stochastycznego procesu przestrzennego, ana-
lizujac jednoczesnie najwazniejsze problemy pojawiajace si¢ na etapie jego specyfikacji,
estymacji i weryfikacji. Uwypuklono réwniez wklad poznanskich geograféw w rozwiazy-
wanie probleméw teoretycznych zwiazanych z modelowaniem struktur i proceséw prze-
strzennych.

Stowa kluczowe: model przestrzenny, uklad przestrzenny, struktura przestrzenna, pro-
ces przestrzenny, estymacja.

Wprowadzenie

Modelowanie matematyczno-statystyczne struktur i proceséw przestrzennych
ma dluga tradycje, siegajaca polowy ubieglego stulecia. Pierwsze prace Mora-
na (1950) oraz Geary’ego (1954) rozwiazywaly problem pomiaru autokorelacji
przestrzennej w danych zlokalizowanych geograficznie oraz wprowadzaly mo-
delowanie struktury przestrzennej interakcji za pomoca macierzy sgsiedztwa.
Whittle (1954, 1963) zaproponowal autoregresyjny model dla interakcji prze-
strzennej, ktéry byl nastepnie rozwijany do bardziej zlozonych form. W péz-
niejszych opracowaniach Cliffa i Orda (1970, 1972, 1973, 1981) analizowano
modelowanie struktury przestrzennej poprzez macierze wag przestrzennych oraz
metody pomiaru autokorelacji przestrzennej w danych zaréwno iloéciowych, jak
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i jako$ciowych. W pracach tych przedstawiono tez metody wnioskowania sta-
tystycznego dotyczacego autokorelacji przestrzennej. Anselin (1988) w ksiazce
»Spatial Econometrics: Methods and Models” zebral podstawy ekonometryczne-
go modelowania proceséw przestrzennych wraz z metodami ich estymacji i testo-
wania, a takze walidacji modeli przestrzennych.

Wzrost mocy obliczeniowych komputerdw, zwiekszenie mozliwosci oprogra-
mowania matematyczno-statystycznego, upowszechnienie sie systeméw infor-
magcji geograficznej wraz z pojawieniem sie baz danych przestrzennych staly sie
nowym impulsem dla rozwoju modelowania struktur i proceséw przestrzennych.
W latach 90. XX w. rozwijano metody badan lokalnych proceséw przestrzen-
nych, wprowadzajac lokalne miary autokorelacji przestrzennej (Anselin 1995)
oraz modelowania procesu heterogenicznosci przestrzennej (Fotheringham i in.
2002). Pod koniec lat 90. niektérzy badacze zwrdcili sie w kierunku poszukiwa-
nia nowych metod estymacji modeli procesu przestrzennego, alternatywnych do
dotychczas wykorzystywanej metody najwiekszej wiarogodnosci. Przede wszyst-
kim nalezy zwroci¢ tutaj uwage na prace Kelejiana i Pruchy (1998, 1999, 2002),
w ktérych okreslono estymatory uogélnionej metody momentéw oraz podwdjnej
metody najmniejszych kwadratéw. W ostatnich latach XX w. i pierwszej dekadzie
XXI w. probowano réwniez rozwiazaé niektére z probleméw zwigzanych z es-
tymatorami metody najwigkszej wiarogodnosci (m.in. Pace, Barry 1997, 1999,
Smirnow, Anselin 2001, 2009, Pace, LeSage 2004, Kossowski, Hauke 2010, Bi-
vand i in. 2013).

Jednoczeénie rozwijano metody badania lokalnej zalezno$ci przestrzennej dla
danych jakosciowych. Jedna z nich jest metoda Bootsa (2003, 2006) pozwalaja-
ca na wyznaczanie lokalnych klastréw dla zmiennych binarnych okres$lonych na
regularnej siatce kwadratéw. Uogodlnienie metody Bootsa na k-kolorowe mapy
z nieregularnym podzialem przestrzeni przedstawili Bivand i in. (2017). Nato-
miast Anselin i Li (2019) zoperacjonalizowali lokalne statystyki join-count. Na
gruncie polskiej geografii, globalne statystyki join-count zastosowal Ratajczak
(1980) w pracy dotyczacej modelowania wplywu czynnikéw spoteczno-ekono-
micznych na ksztattowanie sie sieci transportowych.

Druga dekada XXI w. przyniosta takze szereg nowych metod pozwalajacych
modelowa¢ strukture przestrzenng. Odrzucono przy tym wczesniejsze zalozenie,
Ze macierz wag przestrzennych jest znana i z géry ustalona. Podjeto wiele préb
estymacji nieznanej lub endogenicznej macierzy wag (m.in. Bhattacharjee i Jen-
sen-Butler 2013, Kelejian, Piras 2014, Mur i in. 2019).

W niniejszej pracy omawiane sg wybrane zagadnienia dotyczace modelowa-
nia matematyczno-statystycznego struktur i proceséw przestrzennych. W pierw-
szej kolejnosci definiowane sa pojecia: ukladu przestrzennego, struktury prze-
strzennej i procesu przestrzennego. Przedstawione sg takze wzajemne zaleznosci
pomiedzy tymi pojeciami. Takie wprowadzenie jest konieczne, gdyz wiele prac
geograficznych postuguje sie definiowanymi tutaj pojeciami w sposéb intuicyjny.
W kolejnym punkcie pracy omawiane sg poszczegélne elementy procesu prze-
strzennego, przy czym szczegélny nacisk jest polozony na zagadnienie modelo-
wania struktury przestrzennej i pojawiajace si¢ tutaj zwigzane z tym trudnosci.
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Nastepnie definiowana jest ogdlna posta¢ formalna modelu procesu przestrzen-
nego, a po niej analizowane sg, najczesciej stosowane w badaniach, modele prze-
strzennej regresji liniowej. Przedmiotem szerszej dyskusji jest metoda estymacji
parametréw takich modeli, poniewaz od wyboru metody oszacowania zalezy kon-
cowa jako$¢ modelu, a nastepnie zagadnienie jego weryfikacji. Calo$¢ opracowa-
nia zamyka podsumowanie.

Proces przestrzenny a uklad i struktura przestrzenna

Obserwacja réznych zjawisk w przestrzeni geograficznej prowadzi niejednokrot-
nie do wniosku, ze przebiegaja one w réznym natezeniu lub sile w zaleznosci
od potozenia w danym punkcie lub regionie. Przykiadem jest réznicowanie sie
stopy bezrobocia w ukladzie powiatowym w Polsce. Uktad przestrzenny, czyli
rozmieszczenie warto$ci okre$lonych cech w przestrzeni, jest na ogél wynikiem
dzialania pewnego procesu przestrzennego. Zaklada sie, ze realizacje procesu
przestrzennego sa obserwowalne w przestrzeni i mierzalne. Pojecia uktadu prze-
strzennego, struktury przestrzennej i procesu przestrzennego musza wiec by¢
Scisle ze sobg powiazane.

Proces przestrzenny jest nierozerwalnie zwigzany ze struktura przestrzenna
(Tiefelsdorf 2000, s. 1). Jak zauwaza Haining (1990, s. 24), struktura przestrzen-
na powstaje w wyniku dziatania tych relacji przestrzennych, ktére wplywaja na
sposob zachowania sie procesu przestrzennego. Relacjg przestrzenna nazywamy
podzbiér R = S X S, gdzie S jest zbiorem obiektéw w przestrzeni geograficznej,
S ={s,i=1, .., n}. Taka relacjqg moze by¢ np. sasiedztwo: dwa dowolne obiekty
i, j albo sa sasiadujace (wéwczas — s,st), albo nie sg sasiadujace (wéwczas sRs).
Strukture przestrzenna definiuje si¢ jako zbidr relacji pomiedzy punktami (obielk-
tami) w przestrzeni geograficznej.

Procesem przestrzennym nazywamy prawidlowosci, ktérych dziatanie pro-
wadzi do powstania uktadu przestrzennego okreslonego zjawiska w przestrzeni
geograficznej. Prawidlowosci te moga zosta¢ opisane w przypadku procesu de-
terministycznego za pomoca modeli matematycznych lub, w przypadku proce-
su stochastycznego, przy uzyciu modeli statystycznych. Proces deterministyczny
charakteryzuje sie¢ tym, ze badana cecha moze przyja¢ w danej lokalizacji tylko
jedna okreslong warto$¢, natomiast proces stochastyczny pozwala na to, aby ce-
cha przyjeta jedng z mozliwych wartosci zgodnie z jej rozkladem prawdopodo-
bienstwa. Modele proceséw stochastycznych z reguly zawieraja w sobie, obok
sktadnika losowego, rowniez sktadnik deterministyczny.

Zasadnicze podejscie do wyjasniania uktadu przestrzennego jest nastepujace.
Jak wspomniano powyzej, uklad przestrzenny jest wynikiem dzialania pewnego
procesu przestrzennego, ktérego ogdlna postaé jest znana. Problem sprowadza
sie zatem do oszacowania wartosci parametréw modelu procesu przestrzennego
przy zalozeniu, ze obserwowane wartosci cechy sa realizacja tego procesu.

Modelowanie procesu przestrzennego wymaga uwzglednienia nastepujacych
elementéw (por. ryc. 1): 1) wyjasnianego ukiadu przestrzennego zmiennej Y, 2)
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Struktura Czynniki Szum losowy
przestrzenna zewnetrzne
i lokalne (X)

Obserwacje
sasiedzkie (Y)

¥ ¥ ¥

Stochastyczny proces przestrzenny

Uktad przestrzenny

Ryc. 1. Schemat stochastycznego procesu przestrzennego
Zrédlo: opracowanie wiasne.

czynnikéw dziatajacych zewnetrznie lub lokalnie (heterogenicznos$¢ przestrzen-
na), reprezentowanych przez zmienne X, 3) wplywu obserwacji sgsiedzkich na
ukiad przestrzenny zmiennej Y (zaleznos¢ przestrzenna) oraz 4) szumu losowe-
go. W przypadku deterministycznego procesu przestrzennego nie bierze si¢ pod
uwage tego ostatniego elementu, gdyz wyklucza sie losowo$¢. Kazdy z tych ele-
mentéw zostanie szczegélowo oméwiony w kolejnej czesci artykutu.

Waznymi wtasnosciami proceséw przestrzennych sa izotropowo$¢ i stacjo-
narnoé$¢. Pierwsza z tych wiasnosci oznacza, ze dany proces przestrzenny dziala
w kazdym kierunku przestrzeni tak samo. Stacjonarno$¢ z kolei wymaga, aby

FOL Y, oY) =f (Y, Y, oo V),

tzn. faczny rozktad zmiennych Y|, Y,, ..., Y, byl taki sam jak rozkiad zmiennych
Y.,,Y,,, .. Y, przesunigtych o [, przy czym to przesunigcie ma miejsce w prze-
strzeni. W praktyce oznacza to, ze proces jest stacjonarny, gdy (Suchecki i in.
2010): 1) wartoé¢ oczekiwana zmiennych Y, jest taka sama, 2) wariancja wszyst-
kich zmiennych Y, jest stala oraz 3) kowariancja zalezy tylko od odlegtosci migdzy
lokalizacjami. Niestacjonarnos$¢ procesu wystepuje w powigzaniu ze zjawiskiem
heterogeniczno$ci przestrzennej. Zwigzki pomiedzy stacjonarnoscia i niestacjo-
narno$cia oraz zaleznoscig i heterogenicznoscig przestrzenng wraz z metodami
ich wspoélnego modelowania dyskutuje Fotheringham (2009).
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Elementy procesu przestrzennego

Reprezentacja ukladu przestrzennego

Uklad przestrzenny zjawiska moze by¢, jak wcze$niej wspomniano, przedsta-
wiony na mapie. Jednakze dla celéw modelowania matematyczno-statystyczne-
go uktad przestrzenny powinien zosta¢ sformalizowany w nastepujacy sposob.
Niech S bedzie zbiorem obiektéw przestrzennych. Zbiér S moze by¢ zbiorem nie-
skoniczonym (punktéw w przestrzeni geograficznej) albo skonczonym (regiony
geograficzne). Zbiér zmiennych losowych {Y(s): € S, Y (s) € R} nazywamy polem
losowym, a wektor y = [Y(s): s € S, Y (s) € R] nazywamy wektorem losowym.
W najczestszym przypadku, gdy zmienne losowe Y(s) maja rozktad normalny,
wowczas wektor y ma wielowymiarowy rozkiad normalny o nastepujacych wta-
snosciach. Warto$¢ oczekiwana jest wektorem wartoéci oczekiwanych zmiennych
Y(s), tzn. E(y) = [E(Y(s,)), E(Y(s,)), ..., E(Y(s,)), natomiast macierz kowariancji
jest okreslona

cov(Y(s,), Y(s)))  cov(Y(s), Y(s,)) - cov(Y(s)), Y(s,))

ov(Y(s), Y(s))  cov(Y(s), Y(s) - cov(Y(s), Y(s)) |

W ogoélnosci zaklada sie, ze zmienne losowe Y(s) sa wzajemnie zalezne.
W przypadku, gdyby zmienne byly parami niezalezne, wéwczas macierz Y, mia-
taby elementy niezerowe tylko na diagonali. Realizacje tego wektora losowego
y nazywa si¢ ukladem przestrzennym. Tak zdefiniowany wektor losowy wyma-
ga oszacowania ~%* + n parametrow (macierz kowariancji ¥, jest symetryczna).
W praktyce, ze wzgledu na fakt, ze przewaznie dysponuje si¢ jedna realizacjg
wektora losowego, przyjmuje sie, iz wartosci tego wektora sg realizacja pewnej
zmiennej losowej Y.

Opis struktury przestrzennej

Najprostszym sposobem reprezentacji struktury przestrzennej jest macierz bez-
posredniego sasiedztwa C: kazdy obiekt przestrzenny jest reprezentowany przez
wiersz i kolumne macierzy. Jezeli sist, to woéwczas ¢ = 1, natomiast jezeli ﬂissj,
to wtedy ¢, = 0. Przyjmuje sig, ze ~sRs;, a zatem ¢, = 0. Tak zdefiniowana ma-
cierz wag zawiera informacje o sgsiedztwie, ale nie uwzglednia faktu, ze oddzia-
tywania pomiedzy jednostkami przestrzennymi poprzez strukture przestrzenna
mogg mie¢ rézng sile i nie musza by¢ symetryczne. Stad tez w praktyce dokonu-
je sie takiego przeksztalcenia macierzy bezposredniego sgsiedztwa, aby zawie-
rata réowniez te dodatkowe informacje. Taka macierz nazywa sie macierzg wag
przestrzennych.

Obecnie wyrdznia sie dwa podejscia do wyznaczania macierzy wag przestrzen-
nych: 1) macierz W moze zosta¢ zdefiniowana egzogenicznie wzgledem modelu
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procesu przestrzennego; wartosci elementéw sa ustalane wedtug pewnych sche-
matoéw, ktére zakiadaja okreslony sposéb oddzialywan poprzez strukture prze-
strzenna, 2) macierz W jest nieznana i jest estymowana na podstawie danych.
Podejscie pierwsze — egzogeniczne — ciggle jest najpopularniejsze.

Ogodlny sposob definiowania egzogenicznej macierzy wag przestrzennych po-
dat Tiefelsdorf (2000), formutujac ponizsze wyrazenie:

n
W.= 35 @ PG

gdzie C jest zero-jedynkowa macierza sgsiedztwa, D jest macierzg diagonalna,
ktérej elementy na diagonali d, nalezg do wektorad = C - 1, przy czym 1_jest
wektorem jedynek diugosci n. Z powyzszej definicji mozna wyprowadzi¢ rézne
macierze wag w zalezno$ci od parametru q. Na ogét jednak badacze ograniczajg
sie do kilku podstawowych schematéw oddziatywania:

n
n C) = 0;
>4 1
W, ={ <=D"C, q=-1/2
! Zizl\/di ’
D'C,q=-1

Macierz dla ¢ = 0 nosi nazwe macierzy typu C (C-coding) i jest macierzg
symetryczng. W przypadku, gdy g = -1/2, wéwczas macierz splaszcza wariancje
wag przypisanych do poszczegélnych par obiektdéw i nazywana jest macierza typu
S (S-coding). Dla q = -1 otrzymuje sie tak zwana standaryzowana wierszami ma-
cierz typu W (W-coding). Szerszy przeglad zastosowan macierzy typu W pozwa-
la na przypuszczenie, ze okolo 90% badan zaklada przebieg oddzialywan prze-
strzennych w sposob okreslony przez ten typ macierzy. Jej wiasnoscia jest to, ze
jest ona niesymetryczna co do rozkladu wartosci, ale zachowuje symetrie co do
polozenia elementéw niezerowych i zerowych. Wada tak zdefiniowanej macierzy
wag przestrzennych jest uzaleznienie wartosci jej elementéw od liczby sgsiadow,
ktorych posiada jednostka przestrzenna. W takiej sytuacji macierz moze prze-
szacowywac site interakeji dla jednostek przestrzennych polozonych na granicy
badanego obszaru, ktére w naturalny sposéb maja mniejsza liczbe sasiadéw niz
jednostki potozone wewnatrz.

Innym rodzajem czesto wykorzystywanych macierzy wag przestrzennych sa te
skonstruowane o kryterium k-najblizszych sasiadéw (z reguty k = 5lub k = 6).
Macierze te réwniez zostaja przeksztalcone w wierszowo standaryzowane ma-
cierze wag, ktére nie zachowuja symetrii potozenia elementéw niezerowych ani
zerowych. Jednakze moga one zosta¢ poddane procedurze symetryzacji! (Cliff,
Ord 1981, s. 18) w przypadku, gdy taka symetria jest wymagana.

! Zgodnie z formulg w'; = w', = % (w; + wp).
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W przypadku macierzy opartych na kryterium odleglosci przyjmuje sie, ze
dwie jednostki przestrzenne sg swoimi sgsiadami, gdy sa potozone w odlegtosci
nie wiekszej niz d. Konstruuje sie macierz odleglosci D, a potem zastepuje odle-
gtosci wieksze niz d zerami. Takg macierz przeksztalca sie nastepnie w macierz
wag przestrzennych, zastepujac odlegtosci ich odwrotno$ciami. Macierz taka
moze by¢ pdiniej poddana standaryzacji wierszowej w taki sposob, jak macierz
W-coding.

Krytyka macierzy egzogenicznych sprowadza si¢ zasadniczo do podwazenia
zalozenia, ze sila oddziatywan przestrzennych pomiedzy jednostkami przestrzen-
nymi jest z géry znana i moze by¢ oszacowana za pomocg prostych operacji aryt-
metycznych na macierzy bezposrednich polgczen lub odleglosci. Istniejg jednakze
prace, ktore uzasadniajg zastosowanie odgérnie zdefiniowanych macierzy wag
przestrzennych (np. Hays i in. 2010). Co wiecej, wyrazany jest réwniez poglad
(LeSage, Pace 2014), ze wyboér réznych macierzy egzogenicznych nie powoduje
istotnych zmian w oszacowaniach parametréw modelu przestrzennego, o ile roz-
nice pomiedzy macierzami nie sa zbyt wielkie. Z drugiej strony, powstajg tez pra-
ce wskazujace na wplyw niepoprawnej specyfikacji macierzy wag przestrzennych
(np. Florax, Rey 1995, Lee, Yu 2012) na jako$¢ modelu. Mimo tych krytycznych
uwag, macierze egzogeniczne wciaz sg szeroko stosowane w modelowaniu struk-
tury przestrzennej.

Estymacja macierzy wag przestrzennych na podstawie danych doczekala
sie juz kilku procedur. Do oszacowania wykorzystuje sie topologie przestrzeni
geograficznej oraz wlasnosci danych (Herrera i in. 2018). Wsréd najstarszych
podejs¢ nalezy wspomnie¢ metode maksymalizacji wspoélczynnika autokore-
lacji przestrzennej I Morana (Kooijman 1976) oraz metode Getisa i Aldstadta
(2004) oparta na lokalnych statystykach przestrzennych. Folmer i Oud (2008)
wykorzystujg podejscie oparte na zmiennych sztucznych, zblizone do koncep-
¢ji wieloczynnikowego modelu zaleznosci przestrzennej. Z kolei Bhattacharjee
iJensen-Butler (2013) proponuja metode estymacji symetrycznych macierzy wag
przestrzennych dla modelu przestrzennego bledu losowego wraz z rozszerze-
niem na inne modele przestrzenne oraz wykorzystujg do analizy regionalnego
rynku nieruchomosci w Zjednoczonym Krélestwie. Roéwniez Mur i in. (2019)
zaprezentowali metode estymacji nieznanej macierzy wag przestrzennych przy
wykorzystaniu ogélnej metody momentéw (GMM). Zaktadajg przy tym symetrie
macierzy wag przestrzennych oraz autoregresyjny model procesu przestrzennego
(SAR) lub przestrzenny proces $redniej ruchomej. Powazng trudnoscia w tym
podejsciu jest jednakze konieczno$¢ rozwigzywania ztozonych ukladéw réwnan
nieliniowych.

W ostatnim czasie podejmowane sg réwniez proby oszacowania endogenicz-
nych macierzy wag przestrzennych. Specyficzng wiasnoscia tych macierzy jest
to, ze ich warto$ci zmieniaja sie dlugookresowo (ewoluujg) endogenicznie wraz
z modelem. Kelejian i Piras (2014) podali sposéb oszacowania endogenicznej
macierzy wag przestrzennych dla ogélnego panelowego modelu przestrzennego
z opdzniong zmienng zalezng i zastosowali w praktyce dla modelu popytu na
papierosy w Stanach Zjednoczonych. Qu i Lee (2015) oszacowali, wykorzystujac
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dwuetapowa metode zmiennych instrumentalnych, metode pseudonajwiekszej
wiarogodnosci oraz uogélniona metode momentéw, endogeniczna macierz wag
przestrzennych dla modelu przestrzennej zaleznosci ze sktadnikiem regresyjnym
(SAR). Ztozono$¢ procedur estymacji nieznanych lub endogenicznych macierzy
wag przestrzennych nie pozwala jednakze, ze wzgledu na objetos¢ tego opraco-
wania, na ich przedstawienie w tym miejscu.

Pozostale skladniki procesu przestrzennego

W modelowaniu procesu przestrzennego mozna bra¢ pod uwage czynniki oddzia-
tujace na uktad przestrzenny zaréwno zewnetrznie, jak i lokalnie. Czynniki dzia-
tajace zewnetrznie mogg mie¢ charakter instytucjonalny lub wynikaé z pewnych
ogdlnie dziafajacych praw (np. ekonomicznych, fizycznych). W modelu procesu
zewngetrznego reprezentowane sa przez zbiér zmiennych, ktérych parametry sa
niezmiennicze ze wzgledu na obserwacje.

Czynniki dzialajace lokalnie (w kazdej lokalizacji inaczej) to czynniki zwig-
zane z heterogenicznoscig przestrzenna. Dotyczace pewnych, czesto niemierzal-
nych wtasnosci miejsc i powoduja dodatkowe odchylenia ukiadu przestrzennego
od wartosci wynikajacej z procesu przestrzennego. Heterogenicznos$¢ przestrzen-
na skutkuje niestabilno$cig badanej relacji w przestrzeni geograficznej. W sensie
formalnym moze by¢ modelowana jako heteroskedastyczny biad losowy lub pod
postacia zmiennych z parametrami zmieniajacymi si¢ w zaleznoéci od lokalizacji.

Szum losowy jest nieobserwowalny i musi by¢ modelowany w postaci zmien-
nej losowej o pewnym ustalonym rozkladzie. Najczesciej jest to rozkiad nor-
malny N(u, 67%), w ktérym warto$¢ oczekiwana wynosi u = 0. Przyjecie takiego
zalozenia pozwala na uwzglednienie heteroskedastyczno$ci bledu losowego, tj.
sytuacji, gdy jego wariancja zmienia si¢ w zaleznosci od miejsca obserwagiji s,
Na ogo6t jednak zaktada sie, w celu uproszczenia modelu i eliminacji czynnikow
dziatajacych heterogenicznie, ze dla kazdej lokalizacji s, wariancja btgdu losowego
jest taka sama 6’ = ¢°.

Przedstawione powyzej elementy procesu przestrzennego powinny zostaé
uwzglednione w jego matematyczno-statystycznej specyfikacji. W praktyce jed-
nak zdarza sie, ze modeluje sie uproszczone wersje proceséw przestrzennych, co
zostanie zaprezentowane w nastepnej czesci opracowania.

Model procesu przestrzennego

Wyjasnianie uktadu przestrzennego pociaga za soba konieczno$¢ budowy modelu
procesu przestrzennego, generujacego dany uklad. W tym celu konieczne jest
sformalizowanie modelu konceptualnego przedstawionego na rycinie 1 do po-
staci matematyczno-statystycznej. Wykorzystuje sie wiele mozliwych specyfikacji
modeli przestrzennych, a probe klasyfikacji tych modeli, stosowanych w analizie
regionalnej, podjal na polskim gruncie Ratajczak (2008).
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Specyfikacja modelu procesu przestrzennego

Niech punktem wyjscia bedzie model postaci:
Y = (Y, X, B, W) +¢,

gdzie Y jest zmienng objasniang (reprezentujaca uklad przestrzenny), X sg zmien-
nymi reprezentujacymi czynniki zewnetrzne wplywajace na uktad przestrzenny
lub zmiennymi opisujacymi dzialanie czynnikéw lokalnych (heterogenicznos¢),
B sa parametrami tych czynnikéw, natomiast ¢ jest losowym szumem gaussow-
skim. Zaktada sie, ze W reprezentuje strukture przestrzenna, opisujac interak-
cje przestrzenne na trzy mozliwe sposoby, jako: 1) autoregresyjny wptyw uktadu
przestrzennego Y na samego siebie (wplyw Y z obserwacji sasiedzkich), 2) wplyw
zmiennych X z obserwacji w innych lokalizacjach na Y nazywany krzyzowa regre-
sja przestrzenna, 3) autokorelacje btedu losowego. Tak okre$lony model zawiera
wszystkie elementy wymienione w poprzednich punktach pracy.

Jednym z najczesciej wykorzystywanych modeli dla procesu przestrzennego
jest model przestrzennej regresji liniowej. Ogoélna postac¢ tego modelu jest dobrze
znana (Anselin 1988, Kossowski 2010) i wyglada nastepujaco:

y = QW1y+X[$+s
e=AWe+u
u~ N (0, Q)

Q.=h (z,0),h>0

gdzie y jest wektorem reprezentujacym objasniany uklad przestrzenny, jest k-ele-
mentowym wektorem parametréw zmiennych egzogenicznych (reprezentujacych
czynniki zewnetrzne), X jest macierza zmiennych egzogenicznych, a sg wspol-
czynnikami autoregresyjnymi opéznionych przestrzennie: zmiennej zaleznej i ble-
du losowego. Macierze wag przestrzennych W, W, s3 stopnia n i reprezentujq
strukture przestrzenna oddzialywan. Macierz kowariancji Q niezaleznego prze-
strzennie biedu losowego ma na gléwnej przekatnej wartosci pewnej nieujemnej
funkgji 4, ktora zalezy od wektora zmiennych (sztucznych) oraz wektora parame-
tréw o dtugosci p. Taka konstrukcja macierzy kowariancji pozwala na uchwyce-
nie dzialania czynnikéw wystepujacych lokalnie (heterogeniczno$¢ przestrzenna),
ktora moze ujawni¢ sie pod postacia heteroskedastycznosci bledu losowego. Jezeli
a =0, to otrzymujemy sytuacj¢ btedu homoskedastycznego, tzn. i, = ¢>.

W badaniach ekonomiczno-przestrzennych najczesciej wykorzystuje sie jeden
z kilku wariantéw modelu typu Cliffa-Orda. Sa to: 1) klasyczny model regres;ji
liniowejy = Xp + ¢, p =L =0, a = 0, ktéry ma k+1 nieznanych parametrow
oraz p +2 ograniczenia, 2) model typu SAC (spatial autoregressive combined): y =
pW,y + Xp+¢,0=0, gdzie e = AW, e+ u,u ~N (0, ), Q. =’ Model ten ma k+3
nieznanych parametréw i p ograniczen, a macierze wag przestrzennych W,, W,
mogg by¢ réwne. Model SAC moze zosta¢ dalej uproszczony do jednego z dwdch
modeli: a) model op6znienia przestrzennego SAR:y = pWy + Xp +&,0=0, a
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=0 lub b) modelu bledu przestrzennego SEM:y + Xp + ¢ 1L =0, a =0, gdzie € =
AW, g+ u, u~N (0, Q), Q.= . Obydwa modele majg k+2 nieznanych parametréow
i ograniczen.

Wybdr wilasciwej specyfikacji modelu procesu przestrzennego jest kolejnym
problemem, ktéry musi zosta¢ rozwiazany przez badacza w trakcie modelowa-
nia. Z reguly przyjmuje si¢ jedng z dwdch strategii modelowania (Suchecki i in.
2010). Pierwsza z nich to tak zwana strategia klasyczna (Anselin, Florax 1995)
,»od szczegdlnego do ogdlnego”, w ktoérej punktem wyjscia jest budowa klasycz-
nego modelu nie uwzgledniajacego efektéw przestrzennych (zaleznosci i hetero-
genicznosci). Nastepnie, po serii testow, badacz wprowadza do modelu kolejne
sktadniki odpowiedzialne za ich modelowanie. Strategia Hendry’ego (Florax i in.
2003) prowadzi postepowanie w odwrotnym kierunku ,,od ogélnego do szczegdl-
nego”. Badacz formuluje na poczatku jak najszerszy model procesu przestrzen-
nego, z ktorego nastepnie eliminuje zbedne sktadniki. Strategia ta wymaga od
danych i zmiennych dodatkowego zbioru szesciu zalozen (Florax i in. 2005).

Estymacja modelu przestrzennego

Estymacja modelu procesu przestrzennego polega na oszacowaniu wartosci wek-
tora jego parametrow Wektor ten ma k+p+3 nieznane parametry. W przypadku
modelu klasycznej regresji liniowej, wektor parametréw ulega redukeji i wymaga
oszacowania nieznanych parametréw. Estymacja modelu regresji liniowej odby-
wa sie przy wykorzystaniu klasycznej metody najmniejszych kwadratow:

B =(X'X)"'X'y.

W przypadku modelu przedstawionego w punkcie 2) wraz z podpunktami a)
i b), zastosowanie metody najmniejszych kwadratéw do oszacowania wektora
parametréw prowadzi do uzyskania wadliwych wynikéw. Oszacowania parame-
tréw sg albo obcigzone i niezgodne w przypadku modelu a), albo nieefektywne,
ale nieobcigzone jak w przypadku b) (Anselin 1988).

W odniesieniu do modeli procesu przestrzennego typu SAC aktualnie istnieje
kilka metod estymacji ich parametréw. Wyrdzni¢ mozna nastepujace (cho¢ nie
wszystkie) podejscia do estymacji modeli procesu przestrzennego: 1) metoda naj-
wiekszej wiarogodnosci (maximum likelihood) (Cliff, Ord 1981, Anselin 1988, Tie-
felsdorf 2000, Suchecki i in. 2010), 2) podwojna metoda najmniejszych kwadra-
téow (2SLS, GS2SLS) zaproponowana przez Kelejiana i Pruche (1998, 2002) oraz
Lee (2007), 3) uogélniona metoda momentéw (GMM) wprowadzona réwniez
przez Kelejiana i Pruche (1999, 2007), 4) metoda zmiennych instrumentalnych
(IV) zasugerowana przez Haininga (1978) i Bivanda (1984), a sformalizowana
przez Anselina (1988).

Sposréd powyzej wymienionych najcze$ciej stosowana jest metoda najwiek-
szej wiarogodno$ci. Wynika to z dominacji pogladu (Suchecki i in. 2010), ze jest
to metoda najlepsza. Jest ona jednocze$nie metoda o duzej ztozonoéci i wymaga
zastosowania technik numerycznych.
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Niech dany bedzie model typu SAC z heteroskedastycznym btedem losowym:
y =pW)y + Xp+g,0=0, gdziee = AW, e+ u,u ~N (0, Q) Q ="
Model ten mozna zapisa¢ nastepujaco:
Ay = XB + By,

gdzie A = I - oW, B=1-AW,. Korzystajac z faktu, ze macierz jest diagonal-
na, mozna heteroskedastyczny biad losowy przeksztalci¢ do sytuacji homoskeda-
stycznej v = QV2u, u = Q2v. Stad:

Ay = Xp + B Q%y,
a zatem:
v =Q2B(Ay - XB).

Btad losowy v jest nieobserwowalny, dlatego konieczne jest przeksztalcenie,
ktore pozwoli wyznaczy¢ laczny rozklad Y na podstawie lacznego rozkiadu v.
Jakobian takiego przeksztalcenia jest rowny:

J = det (Q ?BA) = det (22) det (B) det (A).

Przy zalozeniu facznego rozktadu normalnego v logarytm funkcji wiarogodno-
$ci dla obserwagji y jest postaci:

L) = (— %)ln(n) - %ln|Q| +1n|B| + In|A| —(%)(Ay—XB)'B'Q’IB(Ay—XB)

Nastepnie poszukuje sie maksimum funkcji wzgledem wektora parametrow.
Szczegdlnie istotnym problemem jest obliczenie wartosci logarytméw wyznacz-
nikéw InlQl, In/BI, InlAl, gdzie A = I - ¢W, B = I - AW,. Wynika to z faktu, ze
macierze reprezentujace strukture przestrzenng interakcji W, W, sa macierzami
rzadkimi. Istnieje kilka rozwigzan tego problemu, ktérych poréwnanie zostato
przedstawione w pracy Bivanda i in. (2013). Autorzy poréwnali ze soba nume-
ryczng efektywnos$¢ wyliczania tych wyznacznikéw w trzech grupach metod. Do
pierwszej z nich nalezy zaliczy¢ metody wykorzystujace wartosci wlasne macie-
rzy, takie jak metoda Orda (1975) oraz metoda Griffitha i Sone (1995). Druga
grupa metod obejmuje rozkiady macierzy na tréjkatne oraz rozktad Cholesky’ego
zastosowane do macierzy rzadkich (Pace, Barry 1997). Ostatnig poréwnywang
grupg metod sa aproksymacje Czebyszewa (Pace, LeSage 2004), Monte Carlo
(Barry, Pace 1999) oraz metoda Smirnova-Anselina (2009) bazujaca na oblicza-
niu $ladéw macierzy.
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Bivand i in. (2013) w konkluzji swoich badan stwierdzajg, ze w przypadku
malego zbioru danych uzyteczne sa metody z pierwszej grupy, bez wzgledu na
to, czy macierz wag przestrzennych W jest symetryczna. Dla wigkszych i rzad-
kich macierzy wag przestrzennych, ale zachowujacych warunek symetrii, badacze
mogg wybiera¢ pomiedzy metodami Cholesky’ego, aproksymacjami Czebyszewa
i Monte Carlo oraz metoda Smirnova-Anselina. W przypadku regularnych ukta-
déw przestrzennych i zero-jedynkowych macierzy wag przestrzennych najwygod-
niejsza jest metoda Griffitha i Sone (1995), natomiast gdy wykorzystywana jest
duza, rzadka i asymetryczna macierz wag, wtedy nalezy wybra¢ metode rozktadu
na macierze trdjkatne lub aproksymacje Monte Carlo.

Dalsza procedura estymacji metodg najwiekszej wiarogodnosci polega na wy-
liczeniu pochodnych czastkowych funkgeji L(6) wzgledem nieznanych parametrow
z wektora 6 i przyrownaniu ich do zera. Otrzymany w ten sposéb uktad réwnan
nieliniowych jest rozwiazywany w procedurze iteracyjnej.

Podwdjna metoda najmniejszych kwadratéw (2SLS, GS2SLS) zaproponowa-
na przez Kelejiana i Pruche (1998, 2002) wymaga przyjecia szesciu zatozen do-
tyczacych mozliwych wartoéci parametréw p, A, braku losowosci macierzy wag
przestrzennych, nieosobliwosci macierzy A i B, braku losowosci i ograniczonosci
zmiennych X, dodatkowych restrykcji na btedzie losowym u i wykorzystywanego
zbioru instrumentéw. Metoda ta sklada sie z trzech etapéw: 1) wstepnego osza-
cowania parametréw a za pomoca podwojnej metody najmniejszych kwadratow,
2) estymacji parametru A poprzez metode GMM, 3) koncowej estymacji catego
modelu, przy czym w etapie 1) dopuszcza sie zastosowanie metody zmiennych
instrumentalnych. Podejécie zaproponowane przez Kelejiana i Pruche jest prost-
sze z punktu widzenia implementacji numerycznej, ale minusem jest koniecz-
no$¢ przyjmowania kolejnych zatozen.

Uogoélniona metoda momentéw (GMM) to kolejna metoda estymacji modeli
procesu przestrzennego wprowadzona przez Kelejiana i Pruche. W pracy z 1999 r.
wyprowadzili oni estymator parametru w modelu przestrzennym typu SAR, ktéry
obliczeniowo jest prostszy do uzyskania niz estymator metody najwiekszej wiaro-
godnosci (ML). Co wiecej, przy pewnym zbiorze dodatkowych zatozen udowodni-
li, ze estymator ten jest rowniez zgodny. Rozszerzeniem wynikow ich badan jest
praca z 2010 r., w ktérej wyznaczyli estymator GMM dla parametru w modelu
typu SAC oraz ustalili estymatory metody zmiennych instrumentalnych (IV) dla
parametrow regresyjnych p. Walde i in. (2008) dokonali numerycznej efektyw-
nosci metody najwiekszej wiarogodnosci i uogélnionej metody momentéw, nato-
miast Lee (2007) dodatkowo wtacza do analizy estymatory uzyskane z podwojnej
metody najmniejszych kwadratéw. Procedure estymacji za pomoca uogélnionej
metody momentow przystepnie przedstawiono w pracy Sucheckiego i in. (2010).

Metoda zmiennych instrumentalnych do estymacji parametréw modelu pro-
cesu przestrzennego zostala przedstawiona przez Anselina (1988). Autor w spo-
sob ogodlny okresla metode estymacji dla modelu typu SAR i SAC. Mimo wzgled-
nej prostoty obliczeniowej metoda ta nie zdobyta szerszego uznania w badaniach
geograficznych i regionalnych, dlatego tez nie bedzie w niniejszej pracy szerzej
dyskutowana.
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Wybdr metody estymacji wektora parametréw modelu procesu przestrzen-
nego nie jest zadaniem fatwym i zalezy od do$wiadczenia badacza oraz mozli-
wosci, zwlaszcza numerycznych, przeprowadzenia oszacowania. Stad tez ciggle
najpopularniejsza jest metoda najwiekszej wiarogodnosci, ktéra zostala zaimple-
mentowana w popularnych pakietach, takich jak R, czy specjalnym programie
dedykowanym dla analiz przestrzennych GeoDa.

Weryfikacja modelu procesu przestrzennego

Weryfikacja i testowanie uzyskanych w wyniku estymacji modeli procesu prze-
strzennego sklada sie z kilku etapéw i jest bardziej ztozone niz w przypadku mode-
li klasycznych. Suchecki in. (2010) wyrdzniajg sze$¢ grup probleméw zwiazanych
z procedurg testowania modeli przestrzennych. Pierwsza z nich dotyczy badania
stopnia dopasowania, a takze testowania parametréw strukturalnych oraz calego
modelu. W badaniu dopasowania zastosowanie ma wspoiczynnik pseudo-R2, na-
tomiast w przypadku istotno$ci parametréw modelu nalezy postuzy¢ sie testem ¢
(badz z w odniesieniu do unormowanych estymatoréw metody ML). Normalno$¢
rozkladu reszt sprawdzana jest testem Jarque’a-Bery lub Kolmogorowa-Smirno-
wa. Do poréwnania modeli wykorzystuje sie kryteria informacyjne Akaike’a AIC
oraz logarytmu wiarogodnosci loglike.

Druga grupa testéw dotyczy weryfikacji zaleznosci przestrzennych. Wykorzy-
stywane sg w tym celu, zaréwno ex ante, jak i ex post, testy mnoznikéw Lagran-
ge’a LM w wersji klasycznej i w wersji odpornej. Uzupelnieniem moga by¢ testy
ilorazu wiarogodnosci LR oraz test Walda. Poréwnanie wartosci testéw LM, LR
i Walda pozwala wnioskowaé o poprawnosci specyfikacji modelu. Trzeci testowa-
ny problem dotyczy heteroskedastycznosci skladnika losowego, ktéra wskazuje
na wystepowanie procesu heterogenicznosci przestrzennej. Uzywa sie tutaj te-
stow White w przypadku, gdy posta¢ heteroskedastycznosci jest nieznana, albo
Breuscha-Pagana dla pewnej zaktadanej funkcji heteroskedastycznosci.

Jednoczesne wystepowanie heterogenicznosci i autokorelacji przestrzennej
moze by¢ testowane na dwa sposoby (Suchecki i in. 2010): a) testowanie au-
tokorelacji przy wystapieniu heteroskedastycznosci lub 2) testowanie hetero-
skedastyczno$ci przy wystgpowaniu autokorelacji przestrzennej. W przypadku
pierwszym uzywa si¢ zmodyfikowanych testéw mnoznika Lagrange’a, natomiast
w drugim stosujemy Joint LM test lub przestrzenna wersje testu Breuscha-Pagana.
Ostatni testowany problem to badanie niestabilnosci parametréw strukturalnych
modelu w przypadku wystgpowania zalezno$ci przestrzennej. Niestabilno$¢ ta
sprawdzana jest za pomocg testéw Chowa.

Poprawna weryfikacja oszacowanego modelu procesu przestrzennego wymaga
uzycia wielu narzedzi sprawdzajgcych. Trzeba zwréci¢ uwage na fakt, ze testy te
maja ograniczone zastosowanie. Niektoére z nich moga by¢ uzyte tylko w przy-
padku konkretnej postaci modelu. Inne z kolei, np. testy heteroskedastycznosci,
mogg postulowa¢ tylko konkretna posta¢ funkcji. To wszystko naklada na bada-
cza konieczno$¢ zachowania szczegélnej ostroznosci w formutowaniu koncowej
decyzji dotyczacej przydatno$ci oszacowanego modelu procesu przestrzennego.
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Zakonczenie

Rozwijane od lat 50. ubiegtego stulecia metody modelowania matematyczno-
-statystycznego struktur i proceséw przestrzennych majg juz uznang pozycje na
gruncie nauk ekonomiczno-przestrzennych i regionalnych. Istnieje bogata litera-
tura, gtéwnie zagraniczna, obejmujaca problematyke modelowania przestrzen-
nego calo$ciowo, oraz wiele artykutéw koncentrujacych sie na konkretnych za-
gadnieniach. Silg rzeczy, w niniejszym przegladzie tylko cz¢$¢ z tych zagadnien
mogta zosta¢ oméwiona, niemniej jednak nalezg one do kluczowych. Dotyczy to
zaréwno rozwazan teoretycznych, jak i zastosowan praktycznych.

Prace polskie w tym zakresie nie sa zbyt liczne i z reguty koncentruja sie na
zastosowaniu metod modelowania przestrzennego do wybranych problemoéw.
Niemniej jednak wsréd polskich badaczy mozna zauwazy¢ zwigkszone zaintere-
sowanie modelowaniem przestrzennym w ostatnich latach. Zesp6t badaczy z Za-
kladu Ekonometrii Przestrzennej UAM w Poznaniu, wraz z partnerami zagra-
nicznymi, stara si¢ wnie$¢ pewien wkiad w rozwéj metod modelowania struktur
i proceséw przestrzennych. Prace teoretyczne cztonkéw tej grupy zostaly przyto-
czone powyzej przy okazji oméwienia wybranych zagadnief. Natomiast w ujeciu
praktycznym modelowanie przestrzenne jest wykorzystywane np. w badaniach
nad dochodami wtasnymi gmin w Polsce (Kossowski, Motek 2009), czy uktadem
przestrzennym stopy bezrobocia (Kossowski 2009).

Powyzsze rozwazania pozwalajg na stwierdzenie, ze modelowanie przestrzen-
ne jest procesem zlozonym i wymaga od badacza podejmowania wielu decyzji
w jego trakcie. Dotyczg one ustalenia reprezentacji struktury przestrzennej inter-
akcji w formie konkretnej macierzy wag przestrzennych, przez wybdr wtasciwej
specyfikacji modelu, metody estymacji i w koncu sposobéw jego testowania.
W kazdym z tych punktéw badacz ma wplyw na koncowy wynik modelowania,
a tym samym na jakos$¢ i przydatnos$¢ formutowanego modelu. Z drugiej stro-
ny, modelowanie struktur i proceséw przestrzennych wielokrotnie potwierdzito
swoja przydatno$¢ jako narzedzie wykorzystywane przy wyjasnianiu zjawisk za-
chodzacych w przestrzeni geograficznej.
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Mathematical and statistical modeling of spatial structures
and processes: selected issues

Abstract: This study is a review of selected issues in mathematical and statistical modeling of spatial
structures and processes. The review includes a discussion of basic concepts such as spatial pattern,
spatial structure and spatial process and their relationships. Then, a general (stochastic) spatial pro-
cess and its components are defined with a special focus on the problem of the spatial structure rep-
resentation. The article discusses a procedure of constructing a stochastic spatial process model, and
analyses the most important problems that arise during the specification, estimation and validation of
the model. The Polish contribution to solving theoretical questions related to the modeling of spatial
structures and processes was also emphasized.

Key words: spatial model, spatial pattern, spatial structure, spatial process, estimation





