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II. RECENZJE I NOTY

Piotr Zarzycki, Modelowanie poje¢ matematycznych, Wydawnictwo Uniwersytetu
Gdanskiego, Gdansk 2019, ss. 176

W 2019 roku naktadem Wydawnictwa Uniwersytetu Gdarskiego ukazala sie
monografia Piotra Zarzyckiego, zatytulowana Modelowanie poje¢ matematycznych,
skladajaca si¢ z czterech rozdzialéw poprzedzonych wstepem. Pierwszy dotyczy
pojecia liczb, drugi - mierzenia, trzeci - funkgji, a czwarty - prawdopodobieristwa.

Przywolane pojecia matematyczne prezentowane sa w monografii réwnole-
gle w dwoch perspektywach: szkolnej oraz matematycznej, co, jak autor podkre-
sla we wstepie, powiagzane jest z tym, ze adresatami tej monografii sa nauczyciele
matematyki i studenci kierunkéw nauczycielskich oraz wyktadowcy uczelni re-
alizujacych dydaktyke w zakresie zagadnienn matematycznych. Dodam, ze pu-
blikacja ta znajdzie uznanie takze wsréd oséb zainteresowanych ksztalceniem
w zakresie metodologii badan i statystyki. Szereg pojec¢ z obszaru tych dziedzin
wiedzy ma oczywisty rodowdd matematyczny lub logiczny. Co wiecej, przyjety
w monografii tryb prezentacji tresci podpowiada kolejnos¢ dziatari prowadza-
cych do powstania i rozwiniecia poje¢ kluczowych w metodologii badan.

Interesujacym rozwiazaniem przyjetym w prezentowanej monografii jest czy-
nienie odwotan do intuicyjnosci , przed-szkolnych” pojeé. Autor podjat przy tym
wysitek przegladu podrecznikéw do matematyki, takze zagranicznych, przewi-
dzianych na réznych szczeblach edukacji. Wysitek ten zasluguje na uznanie, gdyz
dostarcza poszerzonego materiatu do rekonstrukgji szkolnych sposobdéw i tresci
modelowania poje¢ matematycznych. Opisy i definicje zawarte w tych podreczni-
kach poréwnywane sa z formalng wykladnia poje¢ matematycznych, co pozwala
sledzi¢ kierunek i jako$¢ odchylen treéci podrecznikowych. Autor zamieszcza tez
szereg cennych wskazéwek dydaktycznych. Ma zreszta ku temu stuszne pod-
stawy jako wieloletni dydaktyk matematyki w szkolnictwie podstawowym oraz
w szkolnictwie wyzszym.

Atrakcyjno$é monografii podnosza uwagi Autora dotyczace podstawy pro-
gramowej z matematyki oraz wprowadzanych do niej przeksztalceri. Ponadto,
kazdy rozdzial zakoniczony jest propozycja zadan, ktére zalecane sg do wykona-
nia czytelnikowi, jak tez jako propozycje do projektowania ¢wiczen dla uczniéw
i studentéw. W grupie zadan znajduja sie takze bezposrednie odestania do litera-
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tury krajowej i zagranicznej w celu rozszerzenia lektury prezentowanych zagad-
niert. Co wiecej, Autor przywoluje wyniki ankiet, ktére prowadzit wéréd swoich
studentéw przed wprowadzeniem tematéw realizowanych zaje¢ dydaktycznych,
co dostarcza ilustracji pojeé, jakimi dysponuja doroste osoby przed odbyciem
akademickiego kursu z matematyki.

W projekcie modelowania poje¢ matematycznych Autor korzysta z dobrze
znanej w pedagogice koncepcji ksztaltowania sie struktur poznawczych Jero-
me’ego Brunera. Koncepcja ta przewiduje powstawanie reprezentacji poznaw-
czych, w toku wspoétdziatania trzech systeméw: enaktywnego, ikonicznego oraz
symbolicznego. W pierwszym dominuje nabywanie wiedzy przez wykonywanie
aktywnosci, tj. operacji fizycznych na obiektach, w drugim powstawanie repre-
zentacji umystowych o okreslonej denotacji, w trzecim operowanie symbolami,
tj. zmiennymi umozliwiajacymi realizacje operacji symbolicznych niezaleznie od
konkretnych obiektéw, ktére tymi symbolami moga by¢ oznaczane. Temu mode-
lowi ksztaltowania sie reprezentacji umystowych Autor przyporzadkowuje sys-
tem definicji, poczawszy od potocznych definicji nazw matematycznych, ktére
bazuja na dotychczasowym pozaszkolnym doswiadczeniu uczniéw, poprzez de-
finicje pogladowe oparte na obserwacji i demonstracjach, do definicji formalnych,
czyli takich, ktére charakteryzuja sie juz wysoka symbolizacja, a przez to zgene-
ralizowanym zakresem zastosowari.

Rozdzial pierwszy monografii Modelowanie poje¢ matematycznych poswie-
cony zostal liczbom. Uwage czytelnika zwréci¢ moze oczywiste, choé¢ zarazem
niezwykle uzyteczne, modelowanie pojecia liczby za pomoca continuum. Ma ono
wprawdzie zasadnicze zastosowanie w przypadku liczb rzeczywistych, co Au-
tor akcentuje, ale zarazem utatwia odréznianie tych liczb od liczb zespolonych
oraz funkgji. Ten geometryczny zabieg nie nalezy do wyjatkéw w recenzowane;j
monografii. Liczne przykltady graficzne podnosza walor dydaktyczny i poznaw-
czy catej monografii. W rozdziale o liczbach zaakcentowane zostalo rozréznienie
kardynalnego i porzadkowego aspektu liczby. To pierwsze, utatwia okreslenie
réznic pomiedzy liczbami catkowitymi i wymiernymi, to drugie, znajduje zasto-
sowanie w przyblizaniu, takze studentom kierunkéw niematematycznych, idei
mocy zbioréw, z jaka ci spotykac sie moga na zajeciach ze statystyki lub meto-
dologii badan. Rozdzial ten zawiera takze opis uzytecznych rozwigzan dydak-
tycznych, pomocnych w ksztattowaniu takich m.in. poje¢, jak wspéimiernosé,
stosunek czesci do calosci i proporcje, ktoére znajduja reprezentacje wlasnie w licz-
bach. Cenne sa tez podpowiedzi dydaktyczne przyblizajace dziatania na liczbach
ujemnych, rozwiniecie dziesietne liczby i jego okresowos¢, czy tez zagadnienie
liczb zespolonych, w tym ich gausowskie ujecie jako par liczb majace przeciez
fundamentalne konsekwencje dla algebry i geometrii.

Rozdzial drugi poswiecony jest mierzeniu. Podobnie jak w rozdziale po-
przednim, takze i tu przyblizone zostaja intuicyjne, pogladowe oraz formalne po-
jecia matematyczne. Uwaga skoncentrowana jest jednak na trzech podstawowych
zagadnieniach szkolnych zwigzanych z miarg, tj. dtugosci, polu oraz objetosci.
Warto zauwazy¢, ze kazde z tych zagadnien przygotowuje podstawe dla pojecia
wielowymiarowosci, ktérym tak chetnie operuje sie réwniez w pedagogice.
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Opis i przyklady zawarte w tym rozdziale przyblizaja formalne pojecia
zwigzane z miarg. Unaoczniajq tez kwestie stanowiace podstawe matematyczne-
go mysélenia, jak na przyklad ta, ze jednostka miary, poza tym ze jest kluczowa
W procesie mierzenia, to jest przede wszystkim konstruktem zaleznym od moz-
liwosci uzytkownika oraz oczekiwanej doktadnosci pomiaru. W zwiazku z tym
i ona musi podlega¢ racjonalnym regufom.

W omawianym rozdziale Autor zauwaza braki w podrecznikowym uzasad-
nieniu uog6lniania formul matematycznych wykorzystywanych w mierzeniu.
Zwykle bowiem, jak akcentuje, podrecznikowa wykladnia ogranicza sie do miar
w liczbach calkowitych, podczas gdy w prosty graficzny sposéb mozna zabezpie-
czy¢ ewentualng niejasnos¢ powstajaca w przypadku liczb niecatkowitych.

W tresci tego rozdziatu daje sie tez zauwazy¢ utyskiwanie na ogélniejsza
kwestie. Chodzi o uchybienia w zakresie korzystania z nazw podczas rozwija-
nia poje¢ matematycznych u uczniéw. Dotyczy to na przyklad oznaczania figury
geometrycznej jednostka jej miary, czy mylenia kategorii logicznych polegajace-
go na utozsamianiu obiektéw geometrycznych ze zbiorami liczb bedgcymi ich
reprezentacjami. Trudno przeceni¢ czynione w tym zakresie uwagi Autora, gdyz
poprawnos¢ jezykowa ma znaczenie dla powodzenia nie tylko procesu dydak-
tycznego, ale takze dla adekwatnego postugiwania sie pojeciami i minimalizowa-
nia ryzyka tzw. mylenia mapy z terytorium.

Te i inne uwagi czynione w tym rozdziale moga mie¢ zastosowanie rowniez
w dydaktyce akademickiej. Tak jest w odniesieniu do zagadniert pomiaru i mia-
ry, jak rowniez niedomiaru i nadmiaru. Warto tez zauwazy¢, ze to co w zakresie
pojeciowym wydaje si¢ banalne, moze nie$¢ wazne konsekwencje. Tak jest z po-
prawnym matematycznie pojeciem dtugosci, ktére bardzo sie przydaje w rozwi-
janiu racjonalnego pojecia regresji nieliniowej i korelacji nieliniowe;j.

Rozdzial trzeci poswiecony jest modelowaniu pojecia funkcji, jej geome-
trycznych i algebraicznych reprezentacjach oraz istocie wyrazajacej sie w przy-
porzadkowaniu elementéw jednego zbioru elementom drugiego zbioru. Takie
z kolei pojecia, jak: zaleznos¢ wartosci jednej zmiennej od wartosci innej, zmien-
noé¢ wartodci jednej wielkosci zachodzaca wraz ze zmiang wartosci drugiej
wielkosci sa szczeg6lnie popularne w srodowisku oséb prowadzacych badania
obserwacyjne lub przygotowujacych sie do nich. Mimo to, nieostrozne bylo-
by przyjmowanie, ze kazdemu ich uzyciu towarzyszy $wiadomos¢ nawiazy-
wania do zagadnienia funkcji i zbioréw. Stusznie jest wiec siegna¢ do trzecie-
go rozdzialu, gdyz oferuje on zarys podstawy wyktadni szkolnej i propozycje
srodkéw rozwijajacych przywotane pojecia. Wsréd proponowanych rozwiazan
zaakcentowane zostaly wykresy, grafy oraz tabele. Okazuja si¢ one pomocne
w budowaniu podstawy umiejetnosci symbolizowania funkcji i wprowadzeniu
jej algebraicznej postaci.

Funkdja, jej wlasnosci, cigglos¢ i rézniczkowalnoéé, to zdecydowanie podsta-
wowe pojecia matematyczne w modelowaniu proceséw oraz ich dynamiki. Sg nie-
zbywalne réwniez tam, gdzie probuje sie tworzy¢ reprezentacje jakichs wielkosci.
W zwiazku z tym, korzystajg z nich réwniez studenci kierunkéw spolecznych, kie-
dy maja do czynienia z teoriami pomiaru. Co wiecej, pojecia funkgji, jej ciagtosci,



338 Recenzje i noty

granicy, zbieznosci i wreszcie calki wchodza w sklad podstawowej terminologii
wykorzystywanej w toku nauczania teorii prawdopodobienistwa, z ktéra zaznaja-
miani sa réwniez studenci kierunkéw, na ktérych naucza sie statystyki.

Warto odnotowad, ze w rozdziale trzecim zwrécona zostatla uwaga na towa-
rzyszace rozwijaniu pojecia funkcji ksztattowanie sie poje¢ relacji, odwzorowy-
wania i przeksztalcenia. Te z kolei stuza nie tylko dalszemu nabywaniu wiedzy
i umiejetnosci przewidzianych programem podstawowego wyksztalcenia w za-
kresie matematyki, ale takze moga by¢ niezbedne w samodzielnym budowaniu
racjonalnych konstrukcji myslowych, tworzeniu symbolizacji, czy w rozumieniu
jezyka badan empirycznych.

Na osobng uwage zasluguje idea zmiennej, ktéra, co oczywiste, rowniez
przedstawiono w omawianym rozdziale. Uczyniono to bez zbednej naroéli sko-
jarzen, jakie nierzadko przylegaja do nazwy ,zmienna”. Zostala ona wprost zi-
dentyfikowana z symbolizacja, co ulatwia uzmystowienie sobie lub uczniom,
ze przydaje sie nie tylko tam, gdzie zachodzi potrzeba siegania po arytmetyke.
Wprawdzie warunkiem rozumienia tej nazwy jest decentracja, ale to osiagniecie
poznawcze zazwyczaj towarzyszy juz uczniom szkoty podstawowej.

W rozdziale o funkcjach Autor poswieca tez uwage zagadnieniom pominie-
tym w podstawie programowej z matematyki z roku 2017. Mowa miedzy innymi
o réznowartoéciowosci funkgji oraz o funkcji odwrotnej. Podobnie zresztg jest ze
wspomnianymi juz catkami, dla ktérych w monografii Modelowanie pojec¢ matema-
tycznych przewidziany zostat caly podrozdziatl. Autor rekomenduje przy tym na-
uczanie calek pomimo braku dla nich miejsca w podstawie programowej, a jako
powdd podaje ich podstawowe znaczenie w obliczeniach dotyczacych funkgji.
Interesujacym elementem rozdziatu trzeciego jest zestawienie tych tresci, ktére
w zakresie jednej z funkcji elementarnych sa przedmiotem dawnych i obecnych
podrecznikéw szkolnych. Ponadto, Autor zaprezentowal w tym rozdziale ¢wi-
czenia z wykorzystaniem aplikacji GeoGebra i Mathematica, popularnych in-
strumentéw informatycznych w uczeniu si¢ i nauczaniu matematyki, oraz podat
propozycje rozwiagzan dydaktycznych zwiekszajacych efektywnos¢ pojmowania
funkgji, jej niecigglosci, cigglosci oraz pochodne;.

Rozdziat czwarty poswiecony zostal prawdopodobienistwu. Na jego wstepie
Autor zauwaza, ze zgodnie z podstawa programowaq nauczanie prawdopodo-
bieristwa i kombinatoryki przesuniete zostalo do programu nauczania mate-
matyki w szkole éredniej. To zjawisko powinno niepokoi¢ przynajmniej z tego
powodu, ze intuicje zwigzane z szacowaniem niepewnosci - o tym przeciez trak-
tuje teoria prawdopodobienistwa - pojawiaja sie znacznie wcze$niej w rozwoju
poznawczym, niz ten odpowiadajacy wiekowi zycia uczniéw szkoly Sredniej,
i co warto byloby odpowiednio wczeénie wykorzystaé. Marginalizowanie tych
intuicji w nauczaniu matematyki skutkuje trudnosciami w opanowywaniu istoty
prawdopodobienistwa i podstaw racjonalnego myslenia. Oprécz propozycji ¢wi-
czen rozdzial zawiera propozycje zajeé, w tym zaje¢ wprowadzajacych na pozio-
mie szkoly podstawowej. Ponadto, Autor zamieszcza tu charakterystyke czterech
koncepcji rozktadu materialu nauczania rachunku prawdopodobiefistwa. Jedna
z nich stanowi jego autorska. To niezwykle cenne dla kazdego, kto jest zainte-
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resowany projektowaniem uczenia si¢ i nauczania tego dzialu matematyki, nie
tylko w szkole $redniej. Trudno nawet sobie wyobrazi¢, by programy studiow
na kierunkach niematematycznych uwzgledniajace zajecia ze statystyki mogty
by¢ efektywnie realizowane w zakresie tematéw poswieconych wnioskowaniu
statystycznemu bez solidnej podstawy z teorii prawdopodobieristwa. Autor mo-
nografii zdaje sobie sprawe z powagi przeszkody, jaka jest strach przed tym dzia-
tem matematyki, dlatego we wlasnej koncepcji zaje¢ zaleca polozenie nacisku na
symulacje i dodwiadczenia, ktére poza tym, ze dzialaja oswajajaco, pozwalaja tez
pozbywac sie btednych intuicji, ktérymi skutkuje potoczne pojecie prawdopodo-
bienstwa. W rozdziale zaprezentowane zostaly przyklady doswiadczen, w tym
intrygujace zadanie Comte de Buffona z igla rzucang na plaszczyzne pokryta
rownoleglymi prostymi. Do prowadzenia symulacji Autor zaleca korzystanie
z takich pomocy, jak przywolane juz aplikacje GeoGebra, Mathematica, a poza
nimi, Derive i Maple. Wiadomo jednak, ze w zasiegu s réwniez kalkulatory
dostepne w innych aplikacjach, jak tez program Excel z pakietu MS Office. Jesli
chodzi o treéci nauczania, to narracja rozdziatu czwartego prowadzona jest od
klasycznej i frekwencyjnej, przez aksjomatyczng definicje prawdopodobieristwa,
do koncepcji prawdopodobienstwa warunkowego. Wyraznie tez zaakcentowana
zostata w tym rozdziale rola kombinatoryki w rozwijaniu symbolicznej reprezen-
tacji prawdopodobienstwa.

Na tle publikacji poswieconych dydaktyce matematyki, prezentowana mo-
nografia wyrdznia si¢ zakresem zagadnien, profilem ich ujecia oraz formulq pre-
zentacji. Wprawdzie brakuje jasnej informacji na temat klucza doboru poje¢, ktore
sa przedmiotem poszczegdlnych rozdzialéw monografii, to jednak z powodoéw,
o ktorych pisatem wyzej, publikacje te trudno przeceni¢. Swoja droga, moze ona
postuzy¢ za wzorzec publikacji poswieconych innym pojeciom matematycznym.
Piotr Zarzycki zaprezentowana tu monografia upomina si¢ o fundament wiedzy
matematycznej i matematycznego myslenia, bedacy warunkiem koniecznym ro-
zumnego uzytkowania terminéw, za ktérymi stoja pojecia matematyczne. Jestem
przekonany, ze bez spelnienia tego warunku komunikacja, takze w srodowiskach
naukowcow i profesjonalistow zajmujacych sie zagadnieniami ksztalcenia, eduka-
¢ji i badan w tym zakresie, zagrozona jest nieporozumieniami oraz miatkoscia dys-
kusji, a w dalszej kolejnosci gubieniem horyzontu mozliwych dziatan i ich efektéw.
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