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Dziatalnosé czlowieka jest écisle zwigzana z bledami popelnianymi w jej
toku. Jakkolwiek staraliby$my sie ich unikna¢, to i tak nie bedziemy w stanie
zupelnie ich wyeliminowa¢, gdyz nikt z nas nie jest idealny. Chociaz bledy
ze swej natury sa bytami pejoratywnymi, to czesto niosa ze soba pozytyw-
ne konsekwencje. Sprobujmy na wstepie zdefiniowac¢ samo pojecie btedu,
co w ogolnosci jest trudne do okreslenia i najczesciej poréwnywane z poje-
ciami prawdy i falszu. Encyklopedia powszechna PWN blad definiuje jako nie-
zgodnos¢ miedzy rzeczywistoscia a wyobrazeniem o niej. Gdybysmy chcieli
skoncentrowac¢ swa uwage na btedach popelnianych w matematyce, to naj-
istotniejsze sa bledy natury logicznej, za§ w logice blad rozumiany jest jako
pomylka przy wnioskowaniu, czego konsekwencje stanowi fakt, ze wniosek
nie wynika logicznie z przestanek, nawet jesli sa one prawdziwe. Czesto jed-
nak btedy w matematyce kojarzone sa przez ogot z nieprawidtowo wykona-
nymi obliczeniami, czy tez ich czescig, co w istocie stanowi tylko jeden z ro-
dzajow bledow.
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Samo znalezienie, czy tez poprawienie, bledu ma nature pozytywna i cze-
sto moze prowadzi¢ do rozwoju lub nawet odkrycia czego$ nowego. Znanych
jest mnostwo przykladoéw z historii nauki, gdzie nieprawdziwe teorie badz
wyobrazenia byly systematycznie obalane i wypierane przez nowe, bardziej
wiarygodne, co stanowi istote rozwoju nauki. Klasycznym tego przykladem
jest teoria geocentryczna, wyparta przez Mikotaja Kopernika teorig helio-
centryczng. Co oczywiste, proba wyjasnienia zasady ruchu cial niebieskich
przyczynila sie do rozwoju astronomii i w konsekwencji powstania teorii
heliocentrycznej. Tak wiec, paradoksalnie powstanie jakiejkolwiek (w tym
przypadku blednej teorii geocentrycznej) dotyczacej ruchu ciat niebieskich
przyczynilo sie do rozwoju nauki i w konsekwencji poznania prawdy pisanej
poprzez teorie heliocentryczna. Bo w nauce najwazniejsze jest pytanie ,dla-
czego?” i préba odpowiedzenia na nie. Celem tego artykulu nie jest propago-
wanie popelniania btedéw, czy ich gloryfikacja, lecz zwrécenie uwagi na to,
ze czesto bledne (tzn. nie do korica prawdziwe) rozumowania mogg zawierac
ciekawe pomysty badz stac sie inspiracja do nich.

Trzeba zdaé sobie sprawe, ze matematyka jest nauka Scista, w ktorej
precyzyjnie okreslone sa: jezyk i reguly wnioskowania, ktérymi mozna sie
postugiwac. Dowdd jakiej$ tezy w matematyce polega zatem na otrzymaniu
tej tezy z wczesniej udowodnionych juz tez, badz zdan uznanych za praw-
dziwe (tzw. aksjomatéw), za pomoca dopuszczalnych regut wnioskowania.
W matematyce mozemy wyrézni¢ wiele metod dowodzenia, miedzy inny-
mi dowodzenie ,wprost”. Ten rodzaj dowodu stanowi ciag formut (zdan)
danej teorii, koriczacy sie zdaniem, ktorego dowodzimy, a kolejne formuty
w dowodzie albo wynikaja logicznie z poprzednich, albo tez sa aksjomata-
mi. Inng z kolei metoda dowodzenia twierdzen matematycznych jest meto-
da ,nie wprost”. Ten rodzaj dowodu rozpoczynamy od przypuszczenia, ze
dowodzone twierdzenie jest falszywe i udowodnieniu, ze przypuszczenie
takie prowadzi do sprzecznosci'. Nalezy jednak zwréci¢ uwage, ze w grun-
cie rzeczy dowod ma charakter psychologiczny i tak naprawde polega na
przekonaniu o jego prawdziwosci. Dlatego, moze sie zdarzy¢, i niejedno-
krotnie sie zdarza, ze dowody w matematyce zawierajq btedy badz luki. To
znaczy, twierdzenia zostaja uznane przez jakis czas za prawdziwe, w grun-
cie rzeczy nie posiadajac pelnego czy tez poprawnego dowodu. Jest to wiec
sytuacja, w ktorej osoby sprawdzajace poprawnosc¢ tego dowodu zostaty
przekonane co do jego prawdziwosci, cho¢ w rzeczywistosci nie moégt on
by¢ w pelni przekonujacy. Wynika to czesto z faktu, ze dowody matema-
tyczne bywaja bardzo skomplikowane, a pomysty autoréw tych dowodow

! I. Bondecka-Krzykowska, O dowodzeniu twierdzeri, Poznaniski Portal Matematyczny,
https:/ /matematyka.poznan.pl/artykul/o-dowodzeniu-twierdzen/, [dostep: 10.02.2022].
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czasem bardzo abstrakcyjne. Stad, zdarzaja sie tego typu pomylki. Znany
i ceniony matematyk Bertrand Russel okreslit zartobliwie matematyke jako
nauke, w ktérej nigdy nie wiemy o czym moéwimy i czy to o czym méwimy
jest prawda: ,Matematyke mozna zdefiniowa¢ jako przedmiot, w ktérym
nigdy nie wiadomo, o czym si¢ méwi, ani, czy to, o czym sie¢ moéwi, jest
prawdziwe”. Dobrym przykladem moze by¢ tutaj blad popelniony przez
Henri Lebesguea w 1905 roku, ktéry opublikowal falszywa wlasnos¢, ze
rzut borelowskiego podzbioru plaszczyzny na prosta jest zbiorem borelow-
skim. Znalezienie tego bledu przez Michaila Suslina w 1917 roku przyczy-
nito sie do powstania opisowej teorii mnogosci. Podobnie Augustin Louis
Cauchy opublikowal falszywe twierdzenie, ze punktowa granica zbiezne-
go ciagu funkgcji ciaglych jest zawsze funkcja ciagla. Joseph Fourier i Niels
Henrik Abel znalezli kontrprzyktady na prawdziwos¢ tego twierdzenia,
a z kolei Peter Dirichlet zauwazyl, Zze mozna zbieznoé¢ punktowsq zastapic
zbieznoscia jednostajna?, co przyczynito sie do powstania prawdziwego juz
twierdzenia dotyczacego zbieznosci®’. Nalezy podkresli¢, ze wszyscy wyzej
wymienieni matematycy to wybitne postacie tej dziedziny, a btad w tych
przykladach przyczynit sie do rozwoju matematyki. Z kolei Man Keung Siu
w artykule zatytutlowanym ,Czy matematyka = dowo6d?” przypomina o in-
nych zaistnialych faktach:

- w 1945 roku , Times” podat sensacyjna wiadomos¢, ze amerykariski ma-
tematyk Hans Rademacher znalazt dowéd jednej z najstynniejszych hipotez
- hipotezy Riemanna;

- wiosna 1986 roku ,New York Times” oglosil z kolei, ze angielski mate-
matyk Rourke i Portugalczyk Rego udowodnili inng stynna hipoteze - hipo-
teze Poincarego;

- marcowy numer ,Newsweeka” z 1988 roku doniést natomiast, ze Ja-
poriczyk Miyaoka ostatecznie rozstrzygnat prawdziwosc wielkiego twierdze-
nia Fermata (a naprawde udowodnionego dopiero w roku 1995 przez Wilesa
i Taylora)*.

Wszystkie powyzsze ,,dowody” byly wadliwe. Dlatego, nie nalezy ufac¢
natychmiast podanym wiadomosciom o rzekomych dowodach. Sam H. Ste-
inhaus podkreslal, ze wiele pism matematycznych obfituje w bledy, a wspo-
mniawszy jednego z wybitnych matematykow jemu wspoétczesnych wyrazit
zdanie, ze polowa tych twierdzen, ktére pojawiaja sie w 600 fachowych pe-

2 Zbiezno$¢ punktowa, https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_convergence#History,
[dostep: 11.02.2022].

* Zbieznos¢ jednostajna, https:/ / mathoverflow.net/questions/879/most-interesting-mathe-
matics-mistake, [dostep: 11.02.2022].

* M.K. Siu, Mathematiques = Demonstration?, Bulletin, 2001, 434.
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riodykach matematycznych, jest btedna®. Bledne dowody trafialy i trafiaja sie
rowniez w podrecznikach szkolnych. Dobrym przykladem moze by¢ tutaj
zaproponowany przez Adrien-Marie Legendre’a ,dowod” piatego postulatu
Euklidesa, czyli jeden z wielu pozornych dowodéw tego faktu, ktéry przez
dwadziescia lat powtarzano w podreczniku tego autora (takze ttumaczonych
na jezyk polski) i innych. Ilu zatem uczniéw w XIX-wiecznej Europie musiato
sie go nauczyc?®. Jakkolwiek sama préba jego udowodnienia réwniez przy-
czynila sie do rozwoju matematyki, gdyz byla Zrédlem powstania geometrii
nieeuklidesowych.

W literaturze istnieje wiele podzialéw bledéw. Te zwigzane z matematy-
ka moga dotyczy¢ nauczania matematyki, inne jej uczenia sie, jeszcze inne sg
Scisle zwigzane z rozumowaniami matematycznymi i wnioskowaniem. Jak
podkresla M. Ciosek, klasyfikowanie bledéw stanowi zadanie trudne, mie-
dzy innymi ze wzgledu na ogromng ich rozmaito$¢ oraz mozliwos¢ wielo-
aspektowego spojrzenia na nie. Zwraca réwniez uwage na fakt, ze niektérzy
dydaktycy uwazaja nawet, ze podejmowanie préb klasyfikowania bledow
jest niecelowe, gdyz z gory skazane na niepowodzenie’. Wspomniana au-
torka publikacji przedstawia wybrane z literatury dydaktycznej podziaty
bledéw wychodzace poza bledy arytmetyczne, ale ograniczone do pewnych
ich grup, wyréznionych ze wzgledu na to, czy dotycza definicji, twierdzenia,
czy ogolniej - metody matematycznej. Oto zalicza do nich na przyklad typy
btedow w:

- definiowaniu (Krygowska, Straszewicz, Kulczycki, 1959);

- rozumieniu twierdzenia (Turnau, 1971; Nowecki, 1978);

- rozumieniu zwigzkéw miedzy twierdzeniem a jego dowodem (Nowec-
ki, 1978).

Anna Zofia Krygowska podkreséla wage uwzgledniania charakteru mate-
matyki w analizie bledoéw i sugeruje, aby zwraca¢ uwage na kilka elementéw,
jak: (1) matematyka jako przedmiot nauczania zachowuje swa organizacje
wewnetrzng, czyli pojeciowo jest to dziedzina zorganizowana przez sama
siebie tak, ze drobna luka w rozumieniu lub wiedzy tatwo moze doprowa-
dzi¢ do powstawania nieporozumien i bledéw; (2) aktywnos$¢ matematyczna
wymaga szczeg6lnej uwagi, autokontroli; (3) jezyk matematyki na kazdym
poziomie uczenia si¢ moze sta¢ sie¢ powodem do powstania nieporozumieri
i niesie niebezpieczeristwo oderwania tego jezyka od jego semantycznych
znaczen; (4) proces nauczania-uczenia sie matematyki wymaga przezwy-

° H. Steinhaus, Bledy w matematyce, Wiadomosci Matematyczne, 1969, XI, Seria II, s. 101.

¢ S. Turnau, O dowodzeniu twierdzeri we wspotczesnej szkole, https:/ /matematyka.up. krakow.
pl/konfer/dydaktyka/dm23/turnau.htm, [dostep: 11.02.2022].

7 M. Ciosek, Bledy popetniane przez uczqcych sie matematyki i ich hipotetyczne przyczyny, Rocz-
niki Polskiego Towarzystwa Matematycznego, 1992, 13, 01, s. 69-70.
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ciezenia réznych sprzecznosci, na przyklad przeciwstawiajacej koniecznos¢
automatycznego opanowania algorytméw, koniecznosci stalego rozwoju
mys$lenia niealgorytmicznego, czy tez okreslajac ogodlniej: ktéra przeciwsta-
wia sprawnosé w stosowaniu procedur jasnej Swiadomosci faktéw; (5) proces
nauczania-uczenia si¢ matematyki ma swoje glebokie Zrédta w réznych rze-
czywistosciach zycia i dzialania ucznia: biologicznej, fizycznej, ekonomicznej
i tym podobne. Od nich wychodzi sie i powraca. Rzeczywistosci te 1acza sie
i przenikaja. Procesowi uczenia si¢ matematyki towarzyszy przechodzenie
z jednej rzeczywistosci matematycznej do innej, z pokonywaniem mniej lub
bardziej trudnych progéw pojeciowych®.

Obok rozwazar o charakterze ogélnym, dydaktycy podejmuja sie rowniez
glebszej analizy bledow zwigzanych z jakim$ dzialem matematyki szkolnej
albo pojedynczym pojeciem czy umiejetnoscia. Na przykiad, A.Z. Krygowska
zajmowala sie bledami popetnianymi przez uczniéw w rachunku algebraicz-
nym, jak réwniez poswiecila swoéj czas btedom odnoszacym sie do geometrii.
Z kolei, S. Turnau, H. Siwek, J. Adda zajmowali si¢ analizg bledéw z zakresu
logiki’. W dydaktyce matematyki funkcjonuje réwniez pojecie tak zwane-
go btedu blogostawionego, utworzone przez A.Z. Krygowska, ktére oznacza
rodzaj btedu uzytego do pozytywnych celéw dydaktycznych™. Bledy popel-
niane przez ucznidéw w matematyce sa zjawiskiem bardzo wartosciowym.
Uczniowski btad tworzy bowiem bardzo dobra sytuacje dydaktyczna, ktéra
moze stac sie poczatkiem ciggu ksztaltujacych rozumowan. Mozna takze wy-
korzysta¢ go jako punkt wyjscia do badan, analiz, czy wnioskowania', a na-
wet moze prowadzi¢ do odkrywania nowych definicji lub faktéw i twierdzent
matematycznych'.

W dalszej czedci niniejszego artykulu zostanie przedstawiona analiza
przyktadowych blednych rozumowarn, zaréwno uczniowskich, jak réwniez
zawodowych matematykow, ktéra moze da¢ poczatek: ksztaltujgcemu rozu-
mowaniu, odkrywaniu nowych faktéw, a takze pewnym refleksjom dotycza-
cym nauczania matematyki. Podane zostang réwniez przyklady takich bted-
nych rozumowan, ktérych nie da sie naprawic.

Rozwazmy wiec nastepujace zadanie:

8 A. Z. Krygowska, Comprendre I'erreur en metématiques, [w:] Role de I'erreur dans I'apprentis-
sage et I'enseignement de la mathématique, les Editions de I'Université de Sherbrooke, s. 12-16 (pol-
skie ttumaczenie w Dydaktyce Matematyki 10).

® M. Ciosek, Bledy popetniane przez uczqcych sig, s. 74.

10 Blogostawiony btad - definicja, https:/ /pl.wikipedia.org/wiki/Blogostawiony_btad#ci-
te_note-kiosk-4, [dostep: 12.02.2022].

" A. Orzeszek, Wykorzysta¢ niezaplanowane sytuacje, Nauczanie Matematyki, 2007, 8,
s. 459-463.

2 M. Legutko, O podreczniku matematyki, Dydaktyka Matematyki, 1992, 23.
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Zadanie 1"
Rozwiaz w liczbach catkowitych nastepujace réwnanie:

x?-y? =2y +102

Uczen rozwiazujac to zadanie, sprowadza powyzsze réwnanie do postaci:

x* - (y +1)*=101,
czyli:

(x-y-1)(x+y+1)=101,

po czym dochodzi do wniosku, ze musza by¢ spelnione jednoczesnie uklady
rownar:

(x-y-1)=%1
{(x+y+1)=1101,

a nastepnie blednie rozwigzuje powyzszy uklad réwnan badz nie potrafi go
rozwigzaé. Wéwczas tenze uczenn pokonuje najwieksza trudnosé tego zada-
nia, nie uzyskujac przy tym wcale rozwiazania, badz otrzymujac btedny wy-
nik. Jednakze wykazuje sie on duza pomystowoscia, sprowadzajac rownanie
drugiego stopnia do prostego w zasadzie ukladu réwnan i dobry nauczyciel
matematyki powinien dostrzec potencjal w takim uczniu, mimo ze moze on
uzyskiwac stabe oceny, bowiem czesto rozwiazania zadan, ktére nie zawiera-
ja w pelni poprawnego wyniku koricowego, nie s3 uznawane za rozwiazane.

Inny uczeni rozwigzujac w liczbach catkowitych podobne réwnanie, mia-
nowicie

x* =101- (y + 1)%
zauwaza, ze wystarczy rozwigzac skoniczona liczbe réwnan postaci

x* =k, (y+1)2=101-k

gdziek=0,1...,101.

Oczywiscie, w sytuacjach ograniczenia czasowego nie bedzie on w sta-
nie rozwazy¢ tych wszystkich przypadkéw, aczkolwiek i taki uczen wyka-
zuje sie duza pomystowoscia, gdyz sprowadza to réwnanie do skoriczonej
liczby doé¢ trywialnych rownan. Latwo sobie wyobrazié, ze i taki uczen nie
bedzie uzyskiwat wysokich not na sprawdzianach, testach, czy egzaminach,

¥ Opracowanie wlasne.
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cho¢ i w tym uczniu drzemie duzy potencjal, gdyz potrafi sprowadzi¢ dos¢
skomplikowane réwnanie do prostych réwnan. Powyzszy przyklad powi-
nien wskazywag, ze niejednokrotnie w blednych badz niepelnych rozwiaza-
niach znajduja sie¢ dobre pomysty i wprawny nauczyciel powinien potrafi¢ to
docenig, a nie tylko zwraca¢ uwage na poprawne wykonywanie algorytmoéw,
tym bardziej ze z punktu widzenia czystej matematyki ich umiejetnos¢ nie
odgrywa istotniej roli. Przyczyna tego, ze czesto uzdolnieni matematycznie
uczniowie nie sa dostrzegani w szkole jest blednie wykreowany wizerunek
ucznia zdolnego, jako ucznia perfekcyjnie i szybko wykonujacego pewne al-
gorytmiczne zadania.

Innym rodzajem btedu, ktéry mozna zaliczy¢ do typu btedéw blogosta-
wionych jest blad powstajacy w wyniku niewlasciwego zastosowania pew-
nych wzoréw czy regut matematycznych. Na przyklad, uczniowie czesto ob-
liczaja w bledny sposob pierwiastek z sumy liczby, stosujac nieprawdziwg
formute:

Va+y=vVx+y

Te bledna formule mozna wykorzysta¢ do pokazania uczniom, Ze nie jest
ona prawdziwa dla wszystkich liczb, lecz tylko dla niektérych, rozwigzujac
w tym celu powyzsze réwnanie. Aby je rozwigzaé, wystarczy obydwie stro-
ny tego réwnania podnies¢ do kwadratu i po redukcji wyrazéw podobnych
dojs¢ do wniosku, ze wzor powyzszy jest prawdziwy tylko w przypadku,
kiedy liczby x, y sa nieujemne i jedna z nich réwna sie zero. Takie podejscie
powinno unaoczni¢ uczniom, ze powyzszej formuly nie wolno stosowac dla
dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych x, y. Powyzszy blad moze sta¢
sie rowniez punktem wyjscia do préby odpowiedzenia sobie na inne, réwnie
wazne, pytanie. Ot6z, oznaczajac przez

fl)=vx
powyzsza formula przyjmuje postac:

fla+y)=f@)+f )

i mozemy zapyta¢, dla jakich funkcji fV x jest ona prawdziwa. Na podstawie
poprzednio przedstawionego rozumowania mozna z pewnoscia stwierdzic,
7e nie jest ona prawdziwa dla funkdji f (x) = V x. Naktadajac pewne ograni-
czenia na funkgje f (np. cigglos¢), mozna pokazaé, ze powyzsza formula jest
tylko prawdziwa dla funkgji f (x) = ax, a dow6d tego faktu nie wymaga wie-
dzy matematycznej, wigkszej niz wymagana jest w szkole éredniej. Uczeni po
przedstawieniu takiego rozumowania przekona sig, Ze nie mozna powyzszej
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formuty stosowac do funkcji innej niz liniowa, co wiecej - w przypadku funk-
qji liniowej powyzsza formula zamienia si¢ w prawo rozdzielno$ci mnozenia
wzgledem dodawania.

Rozwazmy inng sytuacje. Mianowicie, student ma za zadanie wyznaczy¢
iloé¢ liczb naturalnych, mniejszych od n i wzglednie pierwszych z n. Zauwaza
on, ze iloé¢ liczb wzglednie pierwszych z iloczynem ki liczb wzglednie pierw-
szych k i jest rowna iloczynowi ilosci liczb wzglednie pierwszych z liczba k
oraz iloéci liczb wzglednie pierwszych z liczba I. Nastepnie zauwaza, ze ilos¢
liczb wzglednie pierwszych z liczba pierwsza p wynosi p - 1. Po czym, znajac
fakt, ze kazda liczba naturalna da sie przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb
pierwszych

n=piPye Po

dochodzi do wniosku, ze ilos¢ liczb wzglednie pierwszych z liczbg n i nie
wiekszych od niej wynosi:

P=1) (o= 1) - (p,- 1),

Wzér ten jest oczywiécie bledny, gdyz nie wszystkie p. musza by¢ rézne
miedzy soba. A co za tym idzie, nie musza by¢ ze soba wzglednie pierw-
sze. Aczkolwiek sam pomyst rozwigzania tego zadania jest dobry, gdyz po
niewielkiej modyfikacji, ktéra dotyczy wyznaczenia ilosci liczb wzglednie
pierwszych z liczba p* (p to liczba pierwsza) i nie wiekszych od niej prowadzi
do prawidlowego wyniku. Jest to przyklad rozwigzania zadania, w ktérym
caly pomyst rozwiazania jest dobry, bledne natomiast tylko jego wykonanie.
Ten rozdaj btedu mozna by nazwac ,usterka” w rozumowaniu matematycz-
nym, gdyz jej usuniecie nie zmienia toku rozumowania i opiera si¢ na pier-
wotnym pomysle dowodu. Gdyby rozumowanie to dotyczylo nieznanego
jeszcze twierdzenia, to osoba, ktéra usunetaby owgq usterke stalaby sie przy
niewielkim nakladzie pracy autorem dowodu.

W matematyce zdarzajq sie rowniez rozumowania, ktérych nie da sie po-
prawié, gdyz przedstawiaja pozorne ,dowody” falszywych twierdzen. Gdy-
by ktos prébowal udowodni¢, ze niemozliwe jest rozbicie (czyli rozlozenie na
sume mnogoéciowa rozlacznych miedzy soba podzbioréw) kuli na skonczo-
na liczbe podzbioréw, a nastepnie wykorzystujac przesuniecie i obroty ztoze-
nie dwoch takich samych kul, méglby rozumowacé nastepujaco: skoro obrét
i translacja nie zmienig miary zbioru oraz miara sumy rozlacznych zbioréw
jest rowna sumie miar tych zbioréw, zatem jest to niemozliwe, gdyz wéwczas
miara kuli bylaby réwna swojej podwojonej mierze. Moze to zachodzi¢ tyl-
ko woéweczas, kiedy miara kuli rownataby sie zero. Rozumowanie to wydaje
si¢ pozornie prawdziwe, lecz takie nie jest, gdyz S. Banach i A. Tarski udo-
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wodnili, ze takie rozbicie istnieje*. Blad, jaki popelniamy w powyzszym ro-
zumowaniu polega na tym, ze milczaco zakladamy, ze wszystkie podzbiory
przestrzeni sg mierzalne, co jest nieprawda. Przyczyny tego btedu mozna by
szukac¢ w tym, Ze czesto pozornie proste pojecia, takie jak na przykiad miara,
zwigzane sa z bardzo abstrakcyjnymi bytami.

Przyjrzyjmy sie teraz przez chwile statystykom wynikoéw zadan czesci
korespondencyjnej biezacej edycji Olimpiady Matematycznej Junioréw?™.
Okazuje sig, ze najmniej poprawnych rozwigzan dotyczylo zadania 7 i zada-
nia 3'. Treé¢ zadania 7 brzmi nastepujaco: , Wybrano n (niekoniecznie réz-
nych) cyfr, z ktérych zadna nie jest réwna 0 ani 7. Okazalo sie, ze kazda liczba
n-cyfrowa zapisana wszystkimi wybranymi cyframi jest podzielna przez 7.
Udowodnij, ze liczba 7 jest podzielna przez 6”, a z kolei zadania 3 tak: ,,Niech
n 21 bedzie liczba calkowita. Wykaz, ze istnieje taka liczba calkowita, ktéra
jest wieksza od \/2;; 1 mniejsza od V51 7. Wyniki te nie powinny dziwic,
gdyz dowodzenie jakichkolwiek nieréwnosci czy podzielnosci w zbiorze liczb
calkowitych jest zupelnie marginalizowane. Wiekszos¢ nauczycieli matema-
tyki nie podejmuje sie bowiem dowodzenia nieréwnosci czy dowodzenia po-
dzielnosci, szczegodlnie na etapie szkoly podstawowej, a zagadnienie nieré6w-
noéci sprowadza sie na ogél do przedstawienia algorytmu rozwigzywania
konkretnych nieréwnosci, za$ podzielnos$¢ co najwyzej do cech podzielnosci
badz dzielenia z reszta. Mozemy wiec dostrzec tutaj konsekwencje braku mo-
tywacji nauczycieli do przekazania uczniom wiedzy wiekszej, niz ta z zakre-
su podstawy programowej nauczania matematyki. Co wiecej, powyzszy brak
motywagji ze strony nauczycieli przechodzi na uczniéw, dlatego zauwazalne
jest male zainteresowanie uczniéw w Polsce udzialem w konkursach mate-
matycznych, szczegélnie w olimpiadzie. Bledy zdarzaja sie rowniez w mate-
matycznych publikacjach naukowych, co czesto wynika z tego, ze matematy-
ka na poziomie akademickim jest nauka dos¢ skomplikowang. Twierdzenia
na tym poziomie majq charakter bardzo abstrakcyjny tak, ze recenzent takich
prac w trakcie ich sprawdzania moze co$ przeoczy¢ (np. niespelnienie jakis
zalozen twierdzenia, z ktérego sie korzysta, nierozpatrzenie jakiego$ przy-
padku, czy tez luki w rozumowaniu itp.), przez co praca zostaje dopuszczona
do druku, choé¢ w rzeczywistoéci zawiera bledy. Bledy te moga by¢ dwojakie-
go rodzaju: jedne z nich da sie poprawi¢, natomiast inne nie. Zatem, czesto
pojawiaja sie publikacje matematyczne dotyczace bledéw w innych pracach,

4 Paradoks Banacha-Tarskiego - twierdzenie, https:/ /pl.wikipedia.org/wiki/Paradoks_
Banacha-Tarskiego, [dostep: 12.02.2022].

> Statystyki cz. korespondencyjnej XVII Olimpiady Matematycznej Junioréw, https://
www.omj.edu.pl/uploads/attachments/koresp21.pdf , [dostep: 12.02.2022].

16 Tamze.

17" Zadania cz. korespondencyjnej XVII Olimpiady Matematycznej Junioréw, https://
www.omj.edu.pl/uploads/attachments/letap21.pdf, [dostep: 12.02.2022].
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co stanowi potwierdzenie, ze takie btedy bywaja popelniane i sa inspiracja
do badari naukowych. Joseph F. Grcar w publikacji Errors and Corrections in
Mathematics Literature® wskazuje, ze ponad 1% prac z matematyki zawiera
bledy wymagajace poprawek, co stanowi doé¢ znaczng skale tego zjawiska.
Szukanie btedéw nie powinno by¢ zatem uznawane za objaw zlosliwo-
Sci, gdyz nawet najwieksi matematycy btadzili. Nie jest wiec hariba popelni¢
blad, a ich znajdywanie i poprawianie oddaje przystuge nauce. Istnieje jesz-
cze jeden powdd, dla ktérego warto ,gromadzi¢” bledy matematyczne. Ich
kolekcja moze bowiem stanowi¢ doskonaty srodek pomocniczy do nauczania
matematyki. W. Mnich w pracach: 0 zadaniach na poszukiwanie btedu® oraz
O bledach w rozumowaniach uczniow® przedstawia propozycje zabiegu dydak-
tycznego, polegajacego na tym, ze uczniowie analizujg bledne rozumowanie
w celu wykrycia bledu i wyjasnienia sobie, na czym on polega, a nastepnie
poprawieniu rozumowania. Powyzej przytoczone prace zawieraja bardzo
ciekawe i réznorodne przyklady btednego rozumowania z geometrii i alge-
bry szkolnej. Tenze W. Mnich jeszcze szerzej omawia zagadnienia doboru
i wykorzystania zadan na poszukiwanie bledu w jednym z rozdzialéw swojej
rozprawy doktorskiej”, gdyz obok zadar na poszukiwanie bledu w rozu-
mowaniu mozemy znalez¢ tam zadania na poszukiwanie bledu w definicji
znanych uczniowi poje¢, jak réwniez na wykrywanie falszywosci twierdzen,
czy tez zadania polegajace na wykazaniu niepoprawnosci pewnych analogii.
Takie zadania, wedlug autora, nie dos¢, ze moga pomoéc uczniowi w rozu-
mieniu istoty matematycznej, to réwniez moga przyczynic sie do skuteczne-
go postugiwania sie elementami tej metody. Inne réwnie ciekawe przyklady
zadan na poszukiwanie bledu, ktére mozna wykorzysta¢ w szkole, moze-
my znalezé w zbiorze zadan S. Serafina i G. Terlinskiego, zatytulowanych
Zbior zadan z matematyki elementarnej. Geometria®, czy w artykule R. Douady
i M.J. Perrin®, gdzie przedstawiono serie zadan, ktérych rozwigzanie ma
zmieni¢ bledne intuicje ucznia odnoszace sie do pojec¢ pola i obwodu figury.
Dobry i dodwiadczony nauczyciel matematyki, ktéry w swej pracy przyglada
sie uczniowskim bledom w rozumowaniach, po ich skolekcjonowaniu moze
sam wymysla¢ zadania, w ktérych celowo popelniono bledy, a zadaniem
uczniow jest ich odnalezienie, przeanalizowanie, jak réwniez poprawianie.

8 J.F. Grcar, Errors and Corrections in Mathematics Literature, s. 419, https:/ /www.ams.org/
notices/201304/ rnoti-p418.pdf, [dostep: 12.02.2022].

¥ 'W. Mnich, O zadaniach na poszukiwanie btedu, Matematyka, 1978, 2, s. 79-86.

2 W. Mnich, O bledach w rozumowaniu uczniow, Matematyka, 1978, 3, s. 159-165.

' W. Mnich, Aktywnosci matematyczne jako kryterium doboru zada# w nauczaniu matematyki
(rozprawa doktorska), Krakéw 1980, s. 201-238.

2 S. Serafin, G. Terlinski, Zbior zadari z matematyki elementarnej. Geometria, Warszawa 1976;
zad. 39, s. 40; zad. 42, s. 40-41; zad. 133, s. 79-80.

# R. Douady, M.]. Perrin, Aires de surfaces planes, Petit, 1984, X 6, s. 5-33.
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Taka nauka na cudzych btedach wymaga bowiem duzego skupienia, zaanga-
zowania, czy rozwagi, dlatego moze przynosi¢ znakomite rezultaty. Dzieki
niej uczniowie moga skutecznie utrwali¢ swojq wiedze, ale takze nauczy¢ sie
sprawdzania samych siebie, w celu unikniecia bledéw. Oto na przykiad zada-
nie, ktére mozna wykorzysta¢ na lekcji matematyki w klasie pierwszej szkoty
$redniej. Znajdz bledy w ponizszym rozumowaniu:

Rozumowanie 1%
Poniewaz oczywiste jest, ze
R-k=k-1

zatem wylaczajac k jako wspélny czynnik przed nawias po lewej stronie row-
nosci mamy:

L=k(k-k),

z kolei wyrazenie po prawej stronie przeksztalcimy zgodnie ze wzorem na
réznice kwadratow, czyli

a?-b*=(a-0b)(a+b).

Prawa strone rownosci mozemy wiec zapisa¢ nastepujaco:
P=(k+k) (k-k).
Zatem, skoro L = P mamy:
k(c-K) = (k+ k) (k- .
Dzielac teraz obie strony réwnosci przez (k - k) otrzymujemy, ze:
k=k+k, czylik =2k,
skad po podzieleniu obu stron réwnosci przez k dostajemy:
1=2.

Zatem, wykazaliSmy, ze liczby 1 i 2 s sobie réwne.

Oczywiscie, blagd w tym przykladowym rozumowaniu polega na podzie-
leniu poczatkowo prawidlowo przeksztalconej réwnosci przez wyrazenie
k - k, ktore w rzeczywistosci jest zerem. Odkrycie tego bledu przez uczniow
moze sta¢ si¢ powodem do jego naprawienia, a nawet ciekawej dyskusji na
temat: ,Dlaczego nie mozna dzieli¢ przez zero?”, ktérej konkluzja powinno
by¢ to, ze dzielenie przez zero jest niewykonalne. Szczegétowej odpowiedzi

# Opracowanie wlasne.
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na to pytanie udziela na przyklad autor artykutu zatytulowanego: , Dlacze-
go nie dzielimy przez zero?®, czy tez M. Mikolajczyk w opublikowanym na
stronie Wroclawskiego Portalu Matematycznego artykule, zatytulowanym:
,Dlaczego nie mozna dzieli¢ przez zero?”#. Nawet sam H. Steinhaus podkre-
sla wage wykorzystania bledéw do celéw dydaktycznych. W swojej pracy®
podaje przykiad sytuacji, w ktorej studentowi dano za zadanie znalez¢ btad
W rozprawie, zapewniwszy go, ze blad tam jest. Wykonanie tej samodzielnej
pracy nie dos¢, ze daje niemata doze satysfakcji, to rownoczesnie upewnia, ze
jezeli przejdzie krok za krokiem catly taficuch dowodzeri, musi znalez¢é pek-
niete ogniwo. W tej sytuacji, jak podkresla autor, nie zada sie od studenta
wynalazczosci, ale uzyskuje gwarancje, ze przeczytang rzecz doskonale zro-
zumiat i zglebil. Kolejnym, trudniejszym juz, ¢wiczeniem dla studenta moze
by¢ polecenie naprawienia znalezionego bledu. O ile blad ten polega tylko
na przeoczeniu autora i ma charakter nieistotny, wéwczas i to zadanie da
sie rozwigzac. Kolejne ¢wiczenie, zaproponowane przez H. Steinhausa, moze
stanowi¢ konstrukcja kontrprzykltadu na btedne twierdzenia, czyli takiego
przedmiotu matematycznego, ktéry ma wszystkie wlasnosci wypowiedziane
w zalozeniu, a nie posiada wlasnoéci wypowiedzianych w twierdzeniu. Taki
kontrprzyklad najjasniej ukazuje falszywos¢ twierdzenia.

Warto jeszcze zastanowic sie, cho¢ przez chwile, jak minimalizowac¢ liczbe
bledéw powstajacych w rozumowaniach matematycznych? I znéw nie chodzi
tu o podejmowane préby zaniechania powstawania btedéw rachunkowych,
a tych z punktu widzenia matematyki bardziej istotnych. Totez, w przypad-
ku uczniowskich bledéow powstajacych w procesie uczenia sie¢ matematyki
istotne ze strony nauczyciela sa: refleksja nad ich charakterem, jak réwniez
stwarzanie sytuacji dydaktycznych majacych na celu dokonanie , terapii” bte-
doéw, czy tez poszukiwanie bledéw. Oczywiscie, dokonaé tego moze tylko
ten nauczyciel, ktéry sam doskonale matematyke rozumie. Z kolei, w przy-
padku bledéw popelnianych przez autoréw publikacji matematycznych,
jak radzi H. Steinhaus®, nalezy dazy¢ do zupelnosci, pozwalajac sobie na
skoki tylko tam, gdzie opieramy sie na lematach powszechnie znanych i nie-
zaleznie udowodnionych przez wielu matematykéw. Warto réwniez, jak
podkresla autor, unika¢ lematéw nieudowodnionych, nawet gdyby byty po-
zornie najjasniejsze i najmniej watpliwe, jak réwniez zdawac sobie sprawe
z definicji wprowadzanych poje¢ i nie uzywa¢ w dowodzie zadnych pojec,

» Miody technik, https://mlodytechnik.pl/eksperymenty-i-zadania-szkolne/matematy-
ka/28548-dlaczego-nie-dzielimy-przez-zero, [dostep: 12.02.2022].

% M. Mikotajczyk, Wroctawski Portal Matematyczny, http:/ /matematyka.wroc.pl/doniesie-
nia/klopotliwe-pytania-5-dlaczego-nie-mozna-dzielic-przez-zero, [dostep: 12.02.2022].

¥ H. Steinhaus, Btedy w matematyce, s. 106-107.

% Tamze, s. 107-108.
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oprocz tych wypowiedzianych w definicji. Dowody opiera¢ na aksjomatach
wyraznie sformutowanych w podstawach teorii. Wspomina takze o wartosci
kompletnych dowodéw z uzyciem symboliki, stanowiacych dos¢ radykalne
lekarstwo na bltedy w matematyce, ktére z jednej strony ja leczy, z drugiej
za$ sprowadza jej uprawianie do bardzo Zzmudnego zajecia. Ponadto, réwniez
symbolizm moze sta¢ sie Zréodlem nowych bledéw - pomytek w symbolach.
Dlatego, powyzsze cenne rady powinno sie stosowac, ale oczywiscie zawsze
w polaczeniu z rozsadkiem.

Na zakoriczenie nalezy wspomnie¢, ze bledy nalezy eliminowag, a naj-
lepiej ich unika¢, aczkolwiek jesli zostang juz popelnione, nie musza przy-
nosi¢ wielkiej szkody, a wrecz przeciwnie - maja nawet szanse przyczynic
sie do rozwoju. Dlatego, warto podchodzi¢ do nich w odpowiedni sposéb i,
tam gdzie mozna, prébowaé wykrzesac z nich co$ pozytywnego. Jest to rada
dla wszystkich 0s6b zajmujacych sie edukacjg, czy tez nauka na kazdym
poziomie.
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