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Streszczenie: Czy jest mozliwa identyfikacja falszerstw wyborczych za pomoca na-
rzgdzi statystycznych? W kilku artykutach opublikowanych w okresie kilku ostatnich
lat, m.in. Roukema (2009), Perrichi i Torres (2011) oraz Mebane (2013) uzyli metody
badawczej, ktora ich zdaniem moze pomaga¢ w wykrywaniu oszustw, ktére mialy
miejsce podczas elekcji. W tym artykule, odpowiadam na pytanie, czy tzw. ,,prawo”
Benforda, ktore zostato wykorzystane np. do weryfikacji nieprawidtowosci podczas
wyboréw prezydenckich w Iranie (2009), jest wiarygodna metoda badawcza. Niestety,
przyktady empiryczne wskazuja, ze uzytecznos¢ wskazanej metody jest dyskusyjna.

Stowa kluczowe: ,,prawo” Benforda, wybory, wykrywanie fatszerstw wyborczych

W’kilku artykutach opublikowanych na przestrzeni ostatnich kilku
lat, m.in. Roukema (2009), Perrichi i Torres (2011) oraz Mebane
(2013) uzyli narzedzia badawczego, ktére ich zdaniem moze pomagac
w identyfikowaniu falszerstw podczas elekcji urzednikow panstwowych,
a w tym parlamentarzystow i prezydentéw panstw. Jest to metoda, ktora
wykorzystuje wlasnosci tzw. prawa Benforda (czasami zwanego prawem
Newcomba-Benforda), ktorego tres¢ omowiona jest w nastgpnej sekcji
artykutu.

Roukema (2009), Perrichi i Torres (2011) oraz Mebane (2013) przy-
jeli dyskusyjne zalozenie, ze rozktad empiryczny gltoséw oddanych na
kandydatow/partie podczas elekcji moze by¢ modelowany z uzyciem
rownania rozktadu Benforda. Podstawowym celem artykutu jest wery-
fikacja wskazanego zalozenia, ktére wydaje si¢ btedne i powinno by¢
poddane weryfikacji empirycznej z uzyciem wielu przypadkow elekcji,
w ktorych uczciwos¢ trudno watpié. Nalezy podkresli¢, ze uzywane czeg-
sto w literaturze sformulowanie prawo Benforda trzeba by wiasciwie
wzia¢ w cudzystow (,,prawo” Benforda), gdyz, jak wspomniano, nie ma
przekonujacych przestanek §wiadczacych o tym, ze reguta ta dziata bez
wyjatku. Niemniej, w literaturze uzywa si¢ okreslenia prawo Benforda
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(Benford Law), zwykle bez cudzystowu, dlatego w dalszej czgsci tekstu
takie nazewnictwo zostato utrzymane.

Prawo Benforda zastosowat Roukema (2009), aby ustali¢, czy w wy-
borach prezydenckich w Iranie w 2009 r. miaty miejsce oszustwa wy-
borcze. W przypadku Polski, omawiang metode badawcza wykorzystali
Gawron, Pawela, Puchata, Szklarski i Zyczkowski (2015) do sprawdzenia
uczciwosci wyboréw samorzadowych 2014. Wskazane badanie wykaza-
to jednak, ze nie ma podstaw, aby twierdzié, ze ostatnie wybory samorza-
dowe byly poddane manipulacji. Niemniej, jak dotad nie ustalono, czy
uzyte narzedzie badawcze (wykorzystujace jeden z rozktadow prawdo-
podobienstwa, a mianowicie tzw. rozktad Benforda) rzeczywiscie pozwa-
la na wykrywanie falszerstw wyborczych. Watpliwosci, jakie wzbudza
wykorzystanie tej metody ptyna m.in. z faktu, Zze dotychczas nie sfor-
mulowano teorii wyjasniajacej, z ktorej wynikaloby, ze tzw. prawo
Benforda ma zastosowanie w kontek$cie wynikow wyborow, a jesli
tak to dlaczego tak jest (Gelman, 2009; Brock, 2014).

Celem badania, ktérego wyniki przedstawiono w tym artykule jest
weryfikacja prawdziwoSci stwierdzenia, ze tzw. prawo Benforda jest
skutecznym narzedziem badawczym umozliwiajacym identyfikacje
wystepowania falszerstw wyborczych.

Aby zweryfikowaé stusznos¢ powyzszego stwierdzenia, przedstawio-
na zostanie analiza przypadkow, ktora wykaze, czy postawiona hipotezg
nalezy przyjaé, czy odrzuci¢. Tak zwany rozktad Benforda znajduje prak-
tyczne zastosowanie np. w wykrywaniu oszustw finansowych (Geyer,
Williamson, 2004; Tam Cho, Gaines, 2007), ale przyktady empiryczne
(m.in. te, ktére przedstawiono w tym teksScie) przecza uzytecznosci tego
narzgdzia w wykrywaniu falszerstw wyborczych.

O czym méwi prawo Benforda?

Aby lepiej zrozumie¢ prawo Benforda, przypomnijmy kilka podsta-
wowych poje¢ rachunku prawdopodobienstwa. Wyobrazmy sobie prosty
eksperyment losowy polegajacy na jednokrotnym rzucie szescio$cienna
kos$cia do gry. Wynikom tego eksperymentu (1 oczko, 2 oczka...) mo-
zemy przyporzadkowa¢é liczby 1, 2, 3, ..., 6. Przypisane wynikom do-
$wiadczenia losowego liczby nazywamy warto$ciami zmiennej losowe;j,
np. zmiennej X = liczba wyrzuconych oczek. Kazdej warto$ci zmiennej
losowej X mozna jednoznacznie przypisa¢ prawdopodobienstwo jej
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pojawienia si¢ podczas eksperymentu. Na podstawie klasycznej defi-
nicji prawdopodobienstwa wiadomo, ze, dla tego prostego przyktadu,
prawdopodobienstwo dla dowolnej wartosci zmiennej jest jednakowe
1 wynosi 1/6.

Jezeli wszystkim wartosciom zmiennej losowej przypiszemy odpo-
wiadajace im prawdopodobienstwa, to mozemy powiedzie¢, ze okresli-
lismy funkcj¢ rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej. T¢
funkcje mozemy np. przedstawi¢ w postaci rownania, graficznie lub za
pomoca tabeli. Taki rozktad prawdopodobienstwa, ktory zostat okreslony
dla jednokrotnego rzutu sze$cioscienng koscia do gry nazywamy rozkta-
dem jednostajnym skokowym. Jezeli wykonalibySmy symulacj¢ pole-
gajaca na wielokrotnym (np. 10 000 razy) rzucaniu koscia, to mozemy
si¢ spodziewac, ze kazda z mozliwych wartosci zmiennej {1, 2, ..., 6}
pojawi si¢ w proporcji mniej wigcej 1/6. Jezeli t¢ symulacje powtorzymy
wielokrotnie i okaze sig, ze, proporcja, np. wystepowania liczby 6, istot-
nie odbiega od utamka 1/6 w przypadku wigkszosci sposrod wykonanych
symulacji, to mozna by podejrzewacé, ze ko$¢ do gry jest nieuczciwa.

Istnieje wiele rozkladow prawdopodobienstwa, w tym np. rozktad
dwumianowy 1 oczywiScie dobrze znany badaczom zajmujacym si¢
spoteczenstwem tzw. rozktad normalny. Jednym z rozktadow praw-
dopodobienstwa jest rowniez rozklad Benforda. Jest to, podobnie
jak rozktad dwumianowy, tzw. rozklad skokowy. Jezeli zatozymy, ze
jakas$ zmienna ma rozktad przynajmniej zblizony do rozktadu Benfor-
da, to mozna by oczekiwaé, ze zaobserwowany rozktad wartosci takiej
zmiennej, z dostatecznie licznej proby, bedzie w przyblizeniu zgodny
z rozktadem Benforda. Jesli empiryczny rozktad wartosci zmiennej wy-
raznie odbiegatby od tego rozktadu, to trzeba by podwazy¢ hipoteze, ze
dana zmienna faktycznie ma rozktad zgodny z teoretycznym rozktadem
Benforda. I wla$nie pordwnanie rozktadu empirycznego analizowanych
zmiennych (w przypadku tego badania zmienna w centrum uwagi jest
liczba gtosow oddanych w obwodach glosowania) z rozktadem teore-
tycznym Benforda pozwoli na weryfikacje przedstawionej wyzej hipo-
tezy badawcze;j.

Jakie zmienne maja rozklad zblizony do rozkladu teoretyczne-
go Benforda? Prawo Benforda, ktore opiera si¢ na funkcji rozktadu
prawdopodobienstwa Benforda, mowi, ze rozktad pierwszej cyfry zna-
czacej tworzacej liczby opisujace np.: dlugos$¢ rzek, populacje panstw,
powierzchnig panstw, ceny akcji, numery ulic itp., dany jest nastepuja-
cym roéwnaniem:
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P(X1 =x) = log, (1 + 1/x) (1)

gdzie: x oznacza pierwsza znaczaca cyfre (x =1, 2, ..., 9), a P(X1 =x)
oznacza prawdopodobienstwo, z jakim cyfra x bedzie pierwsza cyfra zna-
czaca zaobserwowanej liczby.

Na podstawie réwnania Benforda mozna wywnioskowac, ze:

— cyfra,,1” pojawia si¢ w 30,1%,

— cyfra,,2” z czestotliwoscia 17,6%,
— cyfra,,3” - 12,5%,

— cyfra,4”-9,7%,

- cyfra,,5” - 17,9%,

— cyfra,,6” —6,7%,

— cyfra,, 77— 5,8%,

- cyfra ,,87-5,1%,

— cyfra,9” - 4,6%.

Ogolnie, im wigksza cyfra, tym mniejsza czgstotliwos¢ jej wystepo-
wania.

Jezeli badaniu poddamy powierzchnig panstw swiata w km?, to okaze
sig, ze rozktad pierwszych cyfr znaczacych otrzymanych liczb oznacza-
jacych pola powierzchni wszystkich panstw bedzie przypominat rozktad
Benforda. Innymi stowy, jezeli wybierzemy losowo jakie$ panstwo, to,
jeszcze przed sprawdzeniem jego powierzchni, mozemy stwierdzi€, ze
najbardziej prawdopodobne jest, ze pierwsza cyfra liczby wyrazajacej
jego pole bedzie rowna jeden.

Niektorzy badacze (m.in. Gawron i in., 2015; Perrichi, Torres, 2011;
Roukema, 2009) zatozyli, ze do wynikow wyborow w poszczegodl-
nych obwodach glosowania tez mozna by zastosowaé prawo Benfor-
da, a wigc, dla przyktadu, dana partia polityczna powinna w ok. 30%
obwodow glosowania uzyska¢ wynik rozpoczynajacy si¢ cyfra 1, np.
15% gtosow (0,15 glosow) lub ewentualnie np. 1200 gloséw — jeze-
li poddamy analizie bezwzgledna liczbg glosow. Ci badacze, ktérych
zainteresowal problem identyfikacji nieprawidlowosci podczas elekcji,
doszli do wniosku, Ze jezeli rozklad pierwszej cyfry znaczacej tworza-
cej liczbe glosow oddanych na uczestnikow elekcji istotnie odroznia
si¢ od rozktadu utworzonego zgodnie z prawem Benforda, i np. jakas
cyfra wystepuje jako pierwsza cyfra znaczaca (tworzaca liczb¢/procent
uzyskanych gltosow) istotnie czg$ciej/rzadziej, niz wynikatoby to z re-
guty Benforda, to jest to jeden z dowodow na wystepowanie falszerstw
wyborczych (Roukema, 2009). Roukema pokazatl, ze rozklad pierw-
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szych cyfr liczb gloséw oddanych na poziomie okregéw w wyborach
prezydenckich w Iranie (2009) na kandydata partii opozycyjnej M. Kar-
roubiego nie jest zgodny z rozktadem Benforda. Czgsciej niz powinna
pojawia sig¢ liczba ,,siedem”.

Niestety, brakuje przekonujacych argumentoéw, ktére tluma-
czylyby dlaczego wlasciwie rozklad pierwszych (lub tez kolejnych)
cyfr znaczacych mialby byé¢ zgodny z rozkladem teoretycznym
Benforda.

Zdarza sig, ze umiemy opisa¢ pewne prawidtowosci i potwierdzi¢
ich faktyczne wystgpowanie, ale nie potrafimy doktadnie wyjasni¢ dla-
czego one zachodza. Gdyby, jednak, przyjac, ze tzw. prawo Benforda
dziata, to, na razie, trzeba by je traktowacé jako jedna z tych zaleznosci,
ktéra potwierdza si¢ empirycznie, ale jej mechanizm nie jest dobrze
wyjasniony. Jak zauwazaja Berger i Hill (2011), wigkszo$¢ ekspertow
jest zgodna, ze wszechobecno$¢ prawa Benforda, w szczegdlnosci
w przypadku danych rzeczywistych (real-life), nadal pozostaje tajem-
nica (,,most experts seem to agree with [Fewster (2009)] that the ubiqu-
ity of BL, especially in real-life data, remains mysterious”). Jednakze,
analiza przedstawiona nizej dowodzi, ze skuteczno$¢ stosowania pra-
wa Benforda do odkrywania falszerstw wyborczych budzi istotne
watpliwosci.

Rozklad Benforda mozna uog6lni¢ i odnies¢é rowniez do kolej-
nych cyfr znaczacych. Mebane (2013) wykorzystat do poszukiwania
nieprawidlowosci podczas elekcji w Rosji uogo6lniona wersje rozkta-
du Benforda dla przypadku drugiej cyfry znaczacej (zamiast cyfry
pierwszej). Autor jednak przyznaje, ze rezultaty zastosowania prawa
Benforda w badaniu nieprawidtowosci podczas wyboréw sa niepewne.
Jak zauwaza Mebane! (2013), uzycie prawa Benforda do identyfikacji
fatszerstw wyborczych generuje zaskakujace i jednocze$nie niepraw-
dopodobne wyniki. Na przyktad, badanie dotyczace wyborow w Rosji
sugeruje, ze wyniki Putina w wyborach 2004 i 2012, a takze wynik
Zjednoczonej Rosji (Jednaja Rossija) w 2011 roku, nie byly sfatszo-
wane, ale wynik Miedwiediewa w 2008 roku, byt poddany manipula-

', The digit tests produce surprising and on balance implausible results. For ex-
ample, they suggest that none of the votes for Putin in 2004 and 2012 or for United
Russia in 2011 were fraudulent, while votes for Medvedev in 2008 were fraudulent.
The usefulness of simple and direct application of either kind of digit tests for fraud
detection seems questionable, although in connection with more nuanced interpreta-
tions they may be useful” (Mebane, 2013, Abstract).
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cji (Mebane, 2011, Abstract). Mebane (2011) zauwaza, ze, jak dotad,
pytanie o wiarygodno$¢ metody wykrywania fatszerstw wyborczych,
opierajacej si¢ na wlasno$ciach rozktadu Benforda, pozostaje bez od-
powiedzi’.

Rozktad Benforda w wersji dla drugiej cyfry znaczacej (w skrocie
2BL) jest dany nastgpujacym roéwnaniem:

P(X2=0)= oo loga(l+ 1) @
Podstawiajac za x do rownania (2) kolejne cyfry, uzyskujemy rozktad

czgstosci wzglednych dla drugich cyfr:

— cyfra ,,0” pojawia si¢ z cze¢stotliwoscia 0,1197 (dla drugiej cyfry zna-
czacej bierzemy pod uwagg takze ,,zero”),

- cyfra,,17-0,1139,

— cyfra,,2”-0,1088,

— cyfra,,3”—0,1043,

— cyfra,4”-0,1003,

— cyfra,,5”-0,0967,

— cyfra,,6”—0,0934,

— cyfra,, 77— 0,0904,

— cyfra,,8”—0,0876,

— cyfra,,9” —0,0850.

* %k ok

Rozktad teoretyczny Benforda dla pierwszej cyfry znaczacej (w skro-
cie 1BL) przedstawiony zostat graficznie na rysunku 1 (Benford). Na tym
samym rysunku przedstawiono, dla poréwnania, empiryczny rozktad po-
pulacji stanéw (USA) wg spisu powszechnego z 2000 r. (PopUSA). Jest
to przyktad zmiennej, ktéra cechuje bardzo dobra zbieznos$¢ z rozktadem
teoretycznym Benforda. Mozna powiedzieé, Zze ta zmienna podlega pra-
wu Benforda, co potwierdza tez wynik testu zgodnosci chi-kwadrat (por.
tabela 1). Warto$¢ prawdopodobienstwa testowego (p-value) jest wystar-
czajaco wysoka, aby stwierdzi¢, ze nie mozna odrzuci¢ hipotezy zerowej

2 Whether the tests are useful for detecting fraud remains an open question, but
approaching this question requires an approach more nuanced and tied to careful ana-
lysis of real election data [...]” (Mebane, 2011, Abstract).
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— HO: Empiryczny rozktad danych jest zbiezny z rozktadem teoretycz-
nym Benforda.

Tabela 1
Wynik testu zgodnoSci chi-kwadrat, rozkladu Benforda
z rozkladem empirycznym populacji stanéw wg spisu z 2000 r.

Test wykonany z uzyciem pakietu benford.analysis, w Srodowisku jezyka R
— chisq =9.9973
— p-value = 0.2679

Zrodlo: Opracowanie wlasne.
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Rys. 1. Prawo Benforda dla pierwszej cyfry znaczacej (1BL)

Zrédlo: Opracowanie whasne na podstawie bazy danych zawierajacej wyniki spisu po-
wszechnego w USA (2000).

Na rysunku 2 przedstawiono graficznie rozktad Benforda dla dru-
giej cyfry znaczacej (2BL). Rowniez na wykresie 2 pokazano rozktad
drugiej cyfry znaczacej dla liczb reprezentujacych populacje stanow.
W tym przypadku, zbieznos$¢ rozktadu 2BL i rozktadu empirycznego
nie jest duza.
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Rys. 2. Prawo Benforda dla drugiej cyfry znaczacej (2BL)

Zrédlo: Opracowanie whasne na podstawie bazy danych zawierajacej wyniki spisu po-
wszechnego w USA (2000).

Dane i metoda

Aby zbada¢ wiarygodno$¢ prawa Benforda, przeprowadzono analiz¢
przyktadowych elekcji wedtug nastepujacego schematu:

1) wybrano kilka glosowan, w ktérych przypadku nie ma podstaw, aby
twierdzi¢, ze byly nieuczciwe. Analiza obejmuje wybory w Polsce i,
dodatkowo, w Australii. Wybor tych przypadkéw byt arbitralny, ale
uzalezniony od dostgpnosci do danych na odpowiednim poziomie
agregacji;

2) z baz danych zawierajacych rezultaty wyborow, wybrano obserwacje
odnoszace si¢ do wynikow na poziomie obwoddw (precincts);

3) na podstawie wybranych danych zbudowano empiryczne rozkta-
dy czestosci wzglednych dla pierwszych, a takze dla drugich, cyfr
znaczacych liczb okreslajacych wyniki kilku najpopularniejszych
partii politycznych lub kandydatow we wszystkich obwodach glo-
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sowania. Analiz¢ przeprowadzono w $rodowisku jgzyka progra-

mowania R z wykorzystaniem m.in. pakietu funkcji graficznych

ggplot2;

4) rozktady empiryczne przedstawione zostaly w postaci wykreséw i na-
stgpnie poréwnane z wykresami przedstawiajacymi teoretyczny roz-
ktad Benforda w wersji dla pierwszej i drugiej cyfry znaczacej.
Analiza podobienstwa rozktadéw cyfr pozwolita odpowiedzie¢ na py-

tanie, czy w przypadku analizowanych elekcji wystepuje zgodnosé roz-

ktadéw empirycznych z rozkladem Benforda. Jezeli zaobserwowana zo-
stataby niezgodno$¢ rozktadow, to nalezatoby stwierdzi¢ pojawienie si¢
dowodu na wystgpowanie nieprawidtowosci podczas badanych elekcji,
co jednak statoby w sprzecznoéci z trudnym do podwazenia zatozeniem

0 uczciwosci badanych wybordéw. W takiej sytuacji nalezatoby uznac, ze

wiarygodnos$¢ metody identyfikowania fatszerstw wyborczych w oparciu

o prawo Benforda jest watpliwa.

Do badania wybrano elekcje z Polski i Australii. W przypadku
Polski, analiza dotyczy wyboréw prezydenckich 2015 i wyboréw par-
lamentarnych do Sejmu 2015. Jesli chodzi o Australig, to dane odnosza
si¢ do wyborow do Izby Reprezentantow 2013 (izba nizsza parlamen-
tu). Wybor krajow jest, jak wspomniano, dos¢ przypadkowy, natomiast
chodzito o to, aby mozna byto przyja¢ zatozenie o uczciwosci wyborow
1 nastgpnie poszukiwaé kontrprzyktadow, ktore ewentualnie ujawnia
stabosci prawa Benforda pokazujac, ze sugeruje ono nieprawidtowo-
$ci w wyborach, ktore byty uczciwe. Co wazne, w przypadku Australii
tatwo dostgpne byty dane dotyczace wynikdéw gltosowania na poziomie
obwodow, co zdecydowato o wyborze tego kraju — do analizy wybrano
dane o wynikach z najbardziej zaludnionego stanu Nowa Potudniowa
Walia.

Warto wspomnie¢, ze w Australii, w wyborach do izby nizszej wyko-
rzystuje si¢ jeden z wigkszosciowych systemoéw wyborczych, tzw. system
glosowania alternatywnego (w jezyku angielskim czgsto wystepujacy
pod nazwa Instant Runoff Method). Okregi wyborcze sa jednomandato-
we, ale aby uzyska¢ mandat, nalezy zdoby¢ ponad 50% glosow waznych
w okregu.

Dane umozliwiajace replikacj¢ przedstawionej w artykule analizy po-
chodza z oficjalnych 1 powszechnie dostepnych zbiorow:

— PKW: http://pkw.gov.pl/;

— Australian Electoral Commission: http://results.acc.gov.au/17496/
Website/HouseResultsMenu-17496.htm.
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Wyniki badania

W tej czgsci przedstawiona zostanie analiza przyktadow, ktoére dowo-
dza, ze do uzytecznos$ci prawa Benforda w kontekscie analizy uczciwo-
$ci wyborow nalezy podchodzi¢ z duza ostroznoscia. W celu weryfikacji
hipotezy badawczej przedstawionej na poczatku artykutu, sprawdzono
zgodno$¢ z rozkladem Benforda wynikéw wyboréw, w przypadku kto-
rych mozna z prawdopodobienstwem graniczacym z pewnos$cig stwier-
dzi¢, ze nie byty sfalszowane. Jako kontrprzyktady, kolejno analizujemy
nastgpujace przypadki.

Dla prawa Benforda odnoszacego si¢ do pierwszej cyfry znaczacej:

— wybory prezydenckie 2015 w Polsce,
— wybory do Sejmu 2015 w Polsce,
— wybory do Izby Reprezentantow 2013 w Australii.

Nastepnie, dla prawa Benforda odnoszacego si¢ do drugiej cyfry
znaczacej:

— wybory prezydenckie 2015 w Polsce,
— wybory do Sejmu 2015 w Polsce,
— wybory do Izby Reprezentantow 2013 w Australii.

Tabela 2
Podstawowe charakterystyki obwodow glosowania

Wybory prezy- Wybory do Wybory do IR
denckie 2015 Sejmu 2015 w Australii 2013"
Liczba obwodow 27817 27 859 3022
Srednia liczba uprawnionych 1103 1099 brak danych
do glosowania w obwodach

* Wyniki wyborow dla stanu Nowa Potudniowa Walia.

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych: PKW: http:/pkw.gov.pl/ oraz Au-
stralian Electoral Commission: http://results.aec.gov.au/17496/Website/HouseResultsMe-
nu-17496.htm.

Rysunek 3 przedstawia rozktady empiryczne pierwszej cyfry znacza-
cej dla trzech kandydatow, ktorzy uzyskali najlepsze wyniki w wyborach
prezydenckich w Polsce w 2015 (I tura) — dla Andrzeja Dudy, Bronistawa
Komorowskiego i Pawta Kukiza, w poréwnaniu z rozkladem teoretycz-
nym Benforda. Na wykresach, kota ® oznaczaja punkty teoretyczne roz-
ktadu Benforda, a pozostale symbole reprezentuja rozktady empiryczne
— zob. legendg. Analiza wykresow dla kilku wybranych kandydatéw po-
kazuje, ze zgodno$¢ z rozkladem Benforda jest nieznaczna.
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Rys. 3: Rozktad pierwszej cyfry znaczacej dla wynikow
wyboréw prezydenckich 2015
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych: PKW: http://pkw.gov.pl/.

Dla przyktadu, w przypadku pierwszej cyfry znaczacej, tylko wyniki
Bronistawa Komorowskiego wskazuja na zgodno$¢ z wartoscia ocze-
kiwana w rozktadzie Benforda. W przypadku Andrzeja Dudy i Pawta
Kukiza, rozktad pierwszych cyfr znaczacych pokazuje, ze cyfra ,;jeden”
wystepuje zbyt czgsto niz mozna by tego oczekiwacé — oczywiscie, przy
zatozeniu, ze prawo Benforda ma zastosowanie do wynikéw wyborow.

Jezeli chodzi o wybory do Sejmu 2015, to w tym przypadku réwniez ob-
serwujemy brak zgodnosci rozktadow empirycznych pierwszych cyfr znacza-
cych z rozktadem teoretycznym. Szczegdlnie duza rozbiezno$¢ wystepuje dla
komitetu wyborczego Kukiz’15 (K), a takze dla Prawa 1 Sprawiedliwosci.

Czy na tej podstawie mozna by twierdzi¢, ze doszto do nieprawidto-
wosci podczas elekcji? Nalezy raczej stwierdzi¢, ze rozktad pierwszych
cyfr znaczacych liczb glosow uzyskanych przez poszczegdlnych kandy-
datow/partie polityczne nie musi by¢ zbiezny z rozktadem Benforda, row-
niez wtedy, gdy wybory sa uczciwe. Pewne podobiefistwo wspomnianych
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rozktadow wystepuje, ale rdznice, widoczne wyraznie na wykresach, sa
dos¢ istotne, szczegdlnie w niektdrych przypadkach.
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Rys. 4. Rozktad pierwszej cyfry znaczacej dla wynikow
wyborow do Sejmu 2015
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych: PKW: http://pkw.gov.pl/.

Ponadto, dla poréwnania, na rysunku 5 przedstawiono rozktady empi-
ryczne pierwszych cyfr liczb gtosow w wyborach w Australii (analiza do-
tyczy tzw. pierwszych preferencji na kartach do glosowania w obwodach).
Poréwnujac otrzymane wyniki z rozktadem teoretycznym Benforda obser-
wujemy wprawdzie nieco lepsze dopasowanie w poréwnaniu do wyborow
w Polsce, ale rozbieznosci sa nadal stosunkowo duze i, np. w przypadku
Partii Pracy (Labor Party), zgodno$¢ z rozktadem teoretycznym jest mata.

Podsumowujac, wyniki analizy zgodnos$ci rozktadow empirycznych
pierwszej cyfry znaczacej liczb glosow z rozkladem teoretycznym Ben-
forda (na poziomie obwodow do gtosowania) ujawniaja, ze w przypadku
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niektorych partii politycznych/kandydatow, stopiefn zgodnos$ci rozktadow
jest niski, chociaz nie ma podstaw, aby podejrzewac falszerstwa wyborcze
w analizowanych wyborach. Ta obserwacja pozwala wyciagna¢ wniosek,
ze niezgodnos$¢ rozktadu empirycznego z rozktadem teoretycznym Ben-
forda nie moze by¢ interpretowana jako dowod na wystgpowanie niepra-
widlowosci podczas elekcji.
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Rys. 5. Rozktad pierwszej cyfry znaczacej dla wynikéw wyborow
do Izby Reprezentantow w Australii 2013

Zrédlo: Opracowanie whasne na podstawie danych: Australian Electoral Commission:
http://results.aec.gov.au/17496/Website/HouseResultsMenu-17496.htm

k ok ok

Powstaje pytanie, czy wigksza skuteczno$§¢ w identyfikowaniu fat-
szerstw wyborczych mozna by osiagna¢ stosujac prawo Benforda dla
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drugiej cyfry znaczacej. Na rysunku 6 przedstawiono pordwnanie rozkta-
du teoretycznego Benforda dla drugiej cyfry znaczacej z rozktadami em-
pirycznymi drugiej cyfry w przypadku wyboroéw prezydenckich 2015.
Jak wida¢ na wykresie, zbieznos¢ rozktadéw nie jest idealna, ale roéznice
nie sa znaczne. Taki wynik moze sugerowaé, ze efektywnos¢ 2BL jest
wyzsza w porownaniu do 1BL. Czy w przypadku wyboréw do Sejmu
2015 i wyborow do Izby Reprezentantow w Australii poziom zgodnoS$ci
rozktadow jest tez tak duzy? Jesli tak by byto, to mogtoby to sugerowac,
ze 2BL mozna pomocniczo wykorzysta¢ jako narzedzie do identyfikowa-
nia nieprawidtlowosci podczas wyborow. Wyniki badania przedstawiono
na wykresach na rysunkach 7, 81 9.
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Rys. 6. Rozktad drugiej cyfry znaczacej dla wynikoéw
wyboréw prezydenckich 2015

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych: PK'W: http://pkw.gov.pl/.
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Rysunek 7 dowodzi, ze zbiezno$¢ rozktadow empirycznych i teore-
tycznego jest na wyzszym poziomie w poréwnaniu do wynikow analizy
zbiezno$ci rozktadéw dla prawa Benforda w przypadku pierwszej cyfry
znaczacej. Niemniej, podobnie jak w przypadku wyboréw prezydenckich
2015, podobienstwo rozkladow nie jest doskonate. Wida¢ to np. w przy-
padku PSL-u, dla cyfry ,,jeden”, lub w przypadku Nowoczesnej (N) i Ku-
kiz’15, dla cyfry 2, a takze cyfry ,,0”. Jednak, nadal mozna powiedzie¢,
ze roznice nie sa znaczne, aczkolwiek trudno okresli¢ jak duze miatyby
by¢ odstepstwa od rozktadu teoretycznego, aby mozna byto podejrzewac
wystepowanie nieprawidtlowosci podczas elekcji.
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Rys. 7. Rozklad drugiej cyfry znaczacej dla wynikow
wyborow do Sejmu RP 2015
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych: PKW: http://pkw.gov.pl/.

Na rysunku 8 pokazano dodatkowo rozktad drugich cyfr liczb glosow
oddanych w obwodach do glosowani na poszczegélne komitety wybor-
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cze po przeliczeniu ich na procenty. Jak si¢ okazuje, w tym przypadku
rozbiezno$¢ rozktadéw empirycznych i 2BL jest znaczna. Okazuje si¢, ze
zastgpienie liczb bezwzglednych przez warto$ci procentowe nie poprawia
zbieznos$ci z rozktadem Benforda w przypadku wynikéw wyborow. Wy-
nika to z faktu, ze prawo Benforda dziala najlepiej, wtedy, gdy spel-
nione jest zalozenie, ze analizujemy liczby, ktére moga przyjmowa¢é
rézne rzedy wielkoSci, co nie jest prawda w przypadku procentow.
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Rys. 8: Rozktad drugiej cyfry znaczacej dla wynikow
wyborow do Sejmu RP 2015 (dla wynikow w procentach)
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych: PKW: http://pkw.gov.pl/.

Ostatni przypadek to wybory do Izby Reprezentantoéw w Australii.
Rysunek 9 dowodzi, ze rowniez w przypadku rozktadu drugich cyfr zna-
czacych, roznice migdzy rozktadem teoretycznym a empirycznymi moga
by¢ znaczne, chociaz analiza dotyczy wyborow, ktére nie byly sfalszo-
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wane. Na rysunku 9 wida¢ szczegdlnie duze rozbieznosci w przypadku
liczby gtoséw The Greens (GRN).
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Rys. 9. Rozktad drugiej cyfry znaczacej dla wynikéw wyborow
do Izby Reprezentantow w Australii 2013

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych: Australian Electoral Commission:
http://results.aec.gov.au/17496/Website/HouseResultsMenu-17496.htm.

Podsumowanie

Wskazane w artykule przyktady zastosowania tzw. rozktadu Benforda
nie moga by¢ wprawdzie traktowane jako jednoznaczny dowdd na bezu-
zyteczno$¢ tego narzedzia w konteksScie badania nieprawidtowosci pod-
czas elekcji, ale na pewno poddaja w watpliwos¢ jego skutecznosé. Nie
jest to wcale zaskakujace, gdyz trudno wskazaé przestanki pozwalajace
sadzi¢, ze tzw. prawo Benforda dobrze opisuje rozktad cyfr tworzacych
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liczby gloséw oddanych np. w obwodach/okregach na poszczegolnych
kandydatow/partie polityczne. Co istotne, brakuje przekonujacej teorii
wyjasniajacej, ktéra uzasadniataby jego uzycie.

Podsumowujac, prawo Benforda nie jest skutecznym narze¢dziem po-
zwalajacym na efektywne tropienie nieprawidlowos$ci podczas wyborow.
Wprawdzie, jest mozliwe, ze sfalszowane wyniki wyborow spowoduja,
ze analiza wykaze istnienie odchylenia od rozktadu Benforda dla pew-
nych cyfr, ale samo odchylenie wcale nie musi wynikac z faktu, ze wybo-
ry zostaty poddane manipulacji.

W $wietle przedstawionych przyktadow, zarowno w przypadku rozkta-
du pierwszej cyfry znaczacej (1BL), jak i w przypadku rozktadu dla cyfry
drugiej (2BL), nalezy z ostroznoscia podchodzi¢ do wiarygodnosci analizo-
wanej metody w kontekscie badania nieprawidtowosci podczas wyborow,
albowiem jej uzycie moze skutkowac wskazaniem wystepowania falszerstw
wyborczych, w przypadku elekcji, w ktorych uczciwos¢ trudno watpic.
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Revealing Election Fraud and Benford’s ,,Law”
Summary

Is it possible to identify election fraud by using statistical tools? The authors of sev-
eral articles published in the last few years, e.g. Roukema (2009), Perrichi and Torres
(2011) and Mebane (2013), used a research method which they believe can help in
detecting fraud during elections. This article addresses the question of whether the so-
called Benford’s ,,Law,” which was used to verify irregularities during the presidential
elections in Iran (2009), among others, is a reliable research tool. Unfortunately, empiri-
cal examples indicate that the usefulness of this method is questionable.
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